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数学 ,这 门 古老 而 又 常 新 的 科学 , 正 阅 步 近 向 21 世纪 ， 

回 申 即 将 过 去 的 世纪 ,数学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任何 时 
代 都 更 牢固 地 确立 了 它 作为 整个 科学 技术 的 基础 的 地 位 .数学 
正 突 彼 传统 的 应 用 范围 向 几乎 所 有 的 人 类 知识 领域 渗透 ,并 越 
来 越 直 接地 为 人 类 物质 生产 与 日 常生 活 作 出 责 献 .同时 ,数学 作 
为 一 种 文化 ,已 成 为 人 类 文明 进步 的 标志 .因此 ,对 于 当今 社会 
每 一 个 有 文化 的 人 士 而 言 ,不 论 他 从 事 何 种 职业 ,都 需要 学 习 数 
学 ,了 解数 学 和 运用 数学 .现代 社会 对 数学 的 这 种 基 要 ,在 未 来 
的 世纪 中 无 疑 将 更 加 与 日 俱 增 . 

田 一 方面 ,20 世纪 数 学 思想 的 深刻 变革 ,已 将 这 门 科学 的 
核心 部 分 引 身 高度 抽 象 化 的 道路 . 面 对 名 种 深奥 的 数学 理论 和 
复杂 的 数学 方法 ,门外汉 往往 只 好 望而却步 ,这样 , 提 高 数学 的 
可 接受 度 ,就 成 为 一 种 当务之急 .尤其 是 当世 纪 转 亲 之 际 ,世界 
各 国都 十 分 重视 并 大 力 加 强 数 学 的 普及 工作 ,国际 数学 联盟 
(IMU) 还 专门 将 2000 年 定 为 “世界 数学 年 ", 其 主要 宗旨 就 是 
“使 数学 及 其 对 世界 的 意义 被 社会 所 了 解 ,特别 是 被 普通 公众 所 
Tm”. 

一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数 学 发 展 的 水 
平 相应 并 且 是 数学 水 平 提高 的 基础 . 随 着 中 国 现代 数学 研究 与 
载 育 的 长 足 进步 ,数学 普及 工作 在 我 国 也 受到 重视 . 早 在 60 年 
代 , 华 罗 庚 、 吴 文俊 等 一 批 数 学 家 亲自 动手 撰写 的 数学 通俗 读 
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放 以 来 ,我 国 数学 界 对 传播 现代 数学 又 作出 了 新 的 努力 .但 总 体 
来 说 ,我 国 的 数学 普及 工作 与 发 达 国 家 相 比 尚 有 差距 ,我 国 数学 
要 在 下 世纪 初 率先 赶 超 世界 先进 水 平 ,数学 普及 与 传播 方面 的 
赶 超 万 是 一 个 重要 的 环节 和 迫切 的 任务 .为 此 ,借鉴 外 国 的 先进 
经 验 是 必 不 可 少 的 ， 

《通俗 数学 名 著 译 从 》 的 编辑 出 版 , 正 是 要 通过 翻译 、 引 进 国 
外 优秀 数学 科普 读物 ,推动 国内 的 数学 普及 与 传播 工作 ,为 我 国 
数学 赶 超 世 界 先进 水 平 的 中 世纪 工程 贡献 力量 .处 书 的 选 题 计 
划 , 是 出 版 社 与 编 委 会 在 对 国外 数学 科普 读物 广泛 调研 的 基础 
上 讨论 确 害 的 .所 选 著述 ,基本 上 都 是 在 国外 已 广 为 流 传 .受到 
会 你 好 评 的 佳作 .它们 在 内 容 上 包括 了 不 同 的 种 类 ,有 的 深入 淡 
出 介绍 当代 数学 的 重大 成 就 与 应 用 ;有 的 循循善诱 启迪 救 学 思 
维 与 发 现 技巧 ;有 的 实 于 冶 理 阐 杰 数学 与 自然 或 其 他 科学 的 联 
系 ;…*… 等 等 ,试图 为 人 们 提供 全 新 的 观察 视角 ,以 罕 探 现代 数 
学 的 发 展 概 瑶 ,， 领 略 数 学 文化 的 丰 窗 多 采 . 

从 书 的 读者 对 象 ,力求 定位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 .为 此 从 书 
中 送 当 纳 入 了 不 同 野 次 的 作品 ,以 使 包括 大 中学生; 大 ,中 学 孝 
师 ; 研 究 生 ;一 般 科 技工 作者 等 在 内 的 广大 读者 都 能 开卷 受益 ， 
即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 ,本 从 书 的 部 分 作品 也 是 值得 一 读 
的 .现代 数学 是 一 株 分 支 众 多 的 大 树 ,一 个 数学 家 对 于 他 所 研究 
的 专业 以 外 的 领域 ,也 往往 深 胶 行 如 隔山 之 感 ,也 需要 涉猎 其 
他 分 支 的 进展 ,了 解数 学 不 同 分 支 的 联系 . 

费 要 指出 的 是 ,由 于 种 种 原因 ,近年 来 国内 科技 译 善 尤 其 是 
科普 译 荐 的 出 版 并 不 景气 ,有 关 选 题 逐 年 减少 , 咒 种 数量 不 断 下 
降 .在 这 样 的 情况 下 ,上 海 教育 出 版 社 以 迎接 2000 世界 数学 年 
为 契机 ,按照 国际 版 权 公 约 , 不 惜 耗资 购买 厂 权 ,组 织 秋 译 出 版 
这 套 《 通 俗 数学 名 著 译 从 》, 这 无 疑 是 值得 称道 和 支持 的 举措 . 参 
加 本 县 书 翻 译 的 专家 学 老 们 ,自愿 抽出 宝贵 的 时 间 来 进行 这 类 
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通常 不 被 算 作 成 果 和 但 却 能 玫 动 公众 了 解 和 砍 赏 数学 成 果 的 有 益 
工作 ,同样 也 是 值得 肯定 与 提倡 的 . 

像 这 样 集中 地 翻译 、 引 进 数 学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 见 . 
我 们 热切 希望 广大 数学 工作 者 和 科普 工作 者 来 关心 .扶植 这 项 
工作 ,使 4 通俗 数学 名 著 译 从 出 版 成 功 ， 

让 我 们 举 手 迎 接 2000 HERF F LARTE PERF, 
让 数学 走 进 干 家 万 户 ! 


《通俗 数学 名 著 译 从 》 编 委 会 
1997 年 8 月 
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当今 报纸 的 大 标题 充满 了 关于 文言 , 数 育 以 及 教育 可 退 的 
其 他 迹象 的 报告 .如 果 我 们 现在 就 开 显 数 学 、 科 学 以 及 所 有 其 他 
学 科 的 有 效 教 育 的 土壤 ,明天 的 学 校 就 会 充满 欣欣 向 荣 的 复兴 
最 象 .本 书 提 供 了 适 于 明天 学 校 的 五 种 数学 最 光 , 它 们 植 根 于 起 
象 中 ,于 数学 中 ,于 科学 中 ,本 书 中 的 想法 能 够 为 开发 明天 约 数 
学 智能 的 新 方法 提供 肥沃 的 土壤 . 

由 计算 机 、 上 应用、 统计 数据 以 及 学 校本 身 创造 的 力量 正音 深 
刻 地 改变 数学 应 用 的 方式 、 数 学 教学 的 方式 以 及 数学 学 习 的 方 
式 - 甚 至 当 我 们 努力 使 今天 的 学 校 产生 不 断 增长 的 变化 时 ,我 们 
也 必须 考虑 到 将 来 可 能 发 生 的 、 实 际 上 也 是 不 可 避免 的 更 为 显 
闭 的 变化 -为 此 ,数学 科学 教育 局 (MSEB) 判 定 ,我 们 今天 最 紧迫 
的 任务 之 一 就 是 激发 起 对 明天 的 课程 富有 想象 的 思维 . 

读者 在 本 书 中 会 发 现 , 通 过 学 校 数 学 的 可 能 的 线索 的 五 篇 
短文 ,可 以 看 出 其 中 表现 的 数学 的 丰富 性 .这 些 文 章 在 数学 作为 
模式 的 语言 和 科学 的 论点 上 加 以 展开 ,通过 简单 的 文字 加 以 论 
述 , 特 别 是 强调 其 间 相 互联 系 和 共同 的 想法 . 书 中 作者 都 被 楼 求 
去 开发 深 深 秆 根 于 数学 科学 中 的 思想 ,而 不 几 关 注 于 当今 数学 
或 课程 的 局 恨 性 .但 是 ,他 们 的 确 通过 许多 富有 想象 的 例子 提出 
从 非 正式 的 童年 的 探索 一 直到 正式 的 学 校 和 学 院 学 习 中 ,能 够 
发 展 的 数学 思想 . 

本 书 的 各 篇 论文 打算 成 为 激发 对 下 一 世纪 的 数学 课程 的 创 
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造 性 研究 的 工具 .这 本 书本 身 是 由 最 近 一 系列 出 版 物 所 激发 起 
来 的 全 国 性 关于 将 学 教育 的 对 话 的 一 部 分 : 

中 《人 人 都 会 算 : 关 于 数学 教育 末 来 向 国家 做 的 报告 》 

多 《学 校 数 学 的 课程 和 评价 标准 》 

万 《全 体 美 国人 的 科学 》 

学 《改造 学 校 数学 :课程 的 哲学 框架 》 
把 这 些 出 版 物 合 在 一 起 ,提供 了 一 个 一 致 而 紧迫 的 看 法 , 它 可 以 
带 助 美国 恢复 数学 教育 方面 的 迷 高 地 位 . 

虽然 本 书 中 只 讲 了 五 个 鹿 子 ,但 是 肯定 不 只 有 这 五 种 可 能 
性 .适合 21 世纪 的 课程 必定 包含 大量 线索 ,它们 既 反 映 出 数学 
BER AIR be AMER ERE ANKE 
题 并 非 是 对 课程 做 出 确定 的 鸦 荐 ,而 是 作 为 可 能 的 样品 ,通过 它 
们 可 激发 人 们 开发 出 新 的 和 富有 想象 力 的 大 岗 ,使 它们 能 够 反 
映 出 数学 内 容 的 生动 性 和 上 应用 的 广泛 性 . 

虽然 本 书 中 ,每 篇 论文 都 来 自 一 位 作者 的 手笔 ,但 每 箱 都 从 
许多 顾 闻 的 建议 和 批评 中 效益 匿 注 .整体 上 ,本 书 是 在 1989 年 
MSEB 课程 委员 会 的 支持 下 完成 的 .MSEB 课程 委员 会 主席 是 内 
尔 通讯 猎 究 部 已 退休 的 助理 副 总 裁 享 利 -OQ- 波 拉克 {Henry.0. 
Pollak) ,这 个 顾问 委员 会 其 他 成 员 包 括 : 西 从 学 院 的 小 瓦 德 * 埃 
利 斯 (Wade Ellis, Jr). ft A F hy SM A M- 46 E A ( Andrew 
M.Gleason). # #7 HAF T D Æ A BE AR ( Martin 
D. Kruskal) 、 错 特 ' 罗 斯 马 利 太 楼 的 莱 斯 利 : 帕 奥 莱 梯 (Leslie 
Paoletti) ,纽约 州立 大 学 书法 罗 分 校 的 安东尼 : 拉 尔 斯 通 (Antho- 
ny Ralston)、 麻 省 理工 学 院 的 伊 萨 道 尔 : 辛 格 (lsadore Singer) 和 
+ mE AS WEA B - HHS (Zalman Usiskin), 他们 在 本 书 
习 动 阶段 帮助 它 定 型 并 使 其 步 入 正轨 有 很 大 的 功绩 . 

随 着 本 卷 工作 的 开展 ,MSEB 建立 了 七 个 “咨询 组 ”来 审阅 
论文 的 草稿 :一 个 咨询 组 负责 综 览 一 文 , 五 个 咨询 组 每 个 负责 一 . 
篇 主要 论文 ,还 有 一 个 峪 询 组 负责 检查 它们 与 科学 的 联系 ,负责 
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“AB EA AP ER ER PERE RMS“ 
RW SAM AKERS HARE REMAKE: BRA 
(David Masunaga) 和 唐 特 哲 斯 大 学 的 让 "泰勒 (Jean Taylor); “& 
E’HS WAR SA: OLB (Harvey Keynes) 和 纽约 州立 大 
OG He A PY E+ (Alan Tucker);“ 不 确定 性 "的 咨询 组 成 
员 为 美国 电报 电话 公司 贝尔 实验 室 的 诬 姆 斯 - 兰 德 威 尔 (James 
Landwehr) 以 及 不 列 其 哥伦比亚 的 纳 纳 伊 莫 高 中 的 翰 姆 斯 .斯 威 
A Flames Swift); “形状” 的 盗 询 组 成 员 为 华盛顿 大 学 的 布 兰 
FA ° 48 PK Me HF (Branko Griinbaum) 和 伊利 诺 州 丁 莱 公园 维克托 
J 安德鲁 高 中 的 保 拉 :* 费 益 莫 利 斯 (Paula Fitzmaurice);“ 变 化 " 咨 
询 组 成 员 为 波士顿 大 学 的 罗伯特 : 德 几 尼 (Robert Devaney) 47% 
PH GAR SPAS HARRAH MRR SRREAR 
M-O- UE AC William O. Baker), R# ELE RA HERB E 
里 斯 .福克斯 (Mawrice Fox) 和 加 州 大 学 伯克利 分 校 痛 济 学 教授 
拉 尔 ' 德 布 曾 (Gerard Debreu). 

本 书 中 的 许多 改进 正 是 直接 来 自 这 些 杰 出 的 咨询 组 的 审阅 
者 的 艰苦 工作 和 良好 想法 ,不 过 公平 来 讲 , 也 应 读 承 认 , 各 位 作 
者 也 不 都 总 是 注意 他 们 的 审阅 者 的 意见 ,因此 ,我 们 真诚 地 感谢 
他 们 的 帮助 的 同时 ,也 应 该 指出 ,本 书 各 篇 论文 中 所 表达 的 观点 
由 作者 负 完 全 责任 . 

本 书 的 出 版 使 MSEB 的 第 一 阶段 工作 告 一 段落 ,这 个 阶段 
的 工作 向 全 国 表达 数学 教学 的 新 观点 ,如 何 使 几 个 世纪 的 课程 
发 展 以 应付 下 一 千年 的 挑战 .从 MSEB 1985 年 处 立时 开始 ， 
MSEB 前 主席 ,堪萨斯 城 的 密苏里 大 学 的 会 尔 利 * 希 尔 (Shiney 
Hill) 就 面 对 这 个 难题 ,迫使 数学 家 和 数学 教育 工作 者 一 起 思考 
教学 课程 的 新 线索 ,她 在 MSFB 会 上 向 我 们 所 有 人 提出 挑战 , 导 
求 比 局 限于 算术 的 结构 更 能 适应 我 们 这 个 计算 时代 的 想法 , 因 
为 算术 结构 是 从 以 前 多 少 代 传 下 来 的 ,对 它 来 说 ,计算 是 教学 的 
首要 目的 . 舍 尔 利 坚 特 强 调 把 课程 改 半 植 根 于 新 涌现 的 数学 实 
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践 当 中 的 重要 性 ,本 书 可 以 说 是 她 的 这 种 努力 的 直接 结果 ， 

MSEB 的 工作 班子 先是 由 玛 鸡 莎 -斯 沃 德 {Mareia Sward) 领 
导 ,现在 由 肯 尼 斯 * 霍 夫 景 (Kenneth Hofman) A F, RE F 
理 本 节 协 调和 出 版 工作 的 各 个 细节 .还 应 该 特别 感谢 术 达 . 罗 森 
(Linda Rosen), 她 以 一 种 永 不 消失 的 出 默 感 工作 ,从 开始 的 计划 
会 议 到 最 后 的 美工 .编辑 和 出 版 .还 应 感谢 雅 刀 : 古 德 塞 (Jana 
Godsey) ,她 以 坚 辐 和 耐心 收集 本 书 的 很 多 图 片 , 对 本 书 做 出 不 
可 估价 的 贡献. 托马斯 “班车 夫 (Thomas Banchoff) A E+ # 
(David Moore) Æ # FA FAK ERKE- 4- E = AC Davide Cer- 
vone) 的 特别 协助 下 ,为 本 书 提供 大 部 分 计算 机 绘制 的 美术 作 
Re , SS BL RA TEX 对 多 篇 论文 的 草稿 进行 熟练 
的 打印 和 核对 ,这 对 直接 通过 电子 方式 产生 最 后 的 文本 是 完全 
必要 的 . 


林 轧 . 阿 环 ,斯 蒂 恩 ,编者 
圣 : 奥 拉夫 学 院 
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“fi ARTA BG Be, OTA ICS 
RRA - HEA (Norbert Wiener) .许多 杰出 科学 家 都 打破 了 传 
统 的 上 东 缠 ,创造 出 全 新 的 数学 领域 供 数学 家 去 开拓 ,他 就 是 其 中 
的 一 位 .数学 家 最 擅长 的 就 是 看 出 并 揭示 隐藏 的 模式 ,每 一 个 主 
要 的 发 现 都 开辟 新 的 领域 ,其 中 充满 进一步 并 发 的 潜力 .单单 过 
去 的 一 世纪 ,数学 学 科 的 数目 就 以 指数 增长 .例如 格 奥 尔格 : 康 
托 尔 (Georg Cantor) X TE FE A AB AD, KEE PIR W 
F (Sonja Kovalevsky ) 关于 微分 方程 的 思想 ,阿兰 :图 灵 (Alan 
Turing) 关 于 可 计算 性 的 思想 , 爱 米 ' 诸 特 (Emmy Noether) X FH 
象 代数 的 思想 以 及 最 近 本 努 瓦 * 受 德尔 布 洛 {(Benoit Mandelbrot) 
关于 分 形 的 思想 . 

对 于 公众 来 说 ,这 些 新 的 数学 领域 还 是 未 知 的 大 陆 .按照 普 
通 人 的 观点 ,数学 是 一 门 静 止 的 学 科 , 它 的 基础 就 是 在 中 学 课程 
算术 LA .代数 和 微 积分 中 教 的 许多 公式 .但 是 数学 远 远 超出 
公众 的 观点 ,继续 以 极 快 的 速度 发 展 ,传播 到 许多 新 领域 并 大 量 
产生 新 的 应 用 .引导 这 种 发 展 的 不 是 计算 和 公式 ,而 是 永 无 止境 
地 搜索 模式 . 

传统 上 把 数学 措 述 为 数 与 形 的 科学 ,学 校 强调 算术 和 几何 
就 深 深 植 根 于 这 种 多 世纪 的 认识 之 中 .但 是 随 着 数学 家 开发 的 
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领域 扩张 到 例如 群 论 .统计 学 .最 优化 和 控制 理论 之 中 ,数学 的 

[ 历史 边界 已 经 完全 消失 .同样 数学 的 应 用 的 边界 也 没有 了 : 它 不 
再 只 是 物理 学 和 工程 的 语言 ,现在 数学 已 经 成 为 银行 .制造 业 、 
社会 科学 以 及 医药 必 不 可 少 的 工具 .如 果 从 这 个 广泛 的 背景 来 
观察 ,我 们 看 到 数学 不 只 是 讨论 数 与 形 ,而且 还 讨论 各 种 类 型 的 
模式 和 次 序 . 数 与 形 一 一 算术 和 几何 只 不 过 是 数学 家 在 其 中 研 
究 的 诸多 媒体 中 的 两 个 .活跃 的 数学 家 总 是 在 搜索 不 管 是 在 哪 
里 出 现 的 模式 . 

藉 助 于 计算 机 图 形 学 , 政 在 数学 家 搜索 模式 大 都 是 褒 真 下 
亲眼 所 咒 来 引导 ,而 像 高 斯 和 和 庞 加 莱 那 样 的 19 世纪 数学 巨人 不 
得 不 依赖 他 们 的 心灵 的 眼睛 来 看 “我 看 见 了 "(I see) 总 有 两 种 
不 同 的 意义 :眼睛 看 见 和 心里 理解 . 儿 个 世纪 以 来 ,在 数学 实践 
的 阶层 体系 中 ,心灵 支配 着 眼睛 ;时 至 今日 ,两 者 的 平衡 得 到 恢 
因为 数学 家 已 经 找到 新 的 方法 来 看 模式 , 既 用 眼睛 又 用 心 


“数学 实践 的 变化 迫使 我 们 重新 考察 数学 教育 不 只 是 计算 
机 ,而 且 还 有 新 应 用 和 新 理论 使 得 数学 在 科学 ,企业 和 技术 中 的 
作用 得 到 显著 的 扩展 .现在 的 学 生 已 经 使 用 计算 机 作为 他 们 生 
活 和 工作 的 常规 工具 ,他们 必须 学 习 一 种 同 父 非 所 学 的 不 同 的 
数学 .正规 的 学 校 教学 活动 植 根 于 几 个 世纪 的 传统 ,根本 上 说 它 
不 能 让 学 生 对 于 21 世纪 的 数学 需要 有 适当 的 准备 ， 

当前 数学 教育 的 缺点 也 提供 了 强大 的 变革 力量 .的 确 ,因为 
新 的 发 展 建立 在 基本 原理 之 上 , 正 像 许多 观察 家 常常 建议 的 ,我 
们 似乎 首先 应 该 集中 精力 把 受过 时 间 考 验 的 基础 的 份量 加 以 核 
复 , 然 后 才能 根据 当代 救 学 实践 的 变化 着 手 进 行 改革 .公众 对 于 
强 的 基础 课程 的 支持 加 强 了 过 去 的 智慧 -一 传统 的 学 校 的 数 
学 ,如 果 细 致 地 教 . 好 好 地 学 的 话 , 就 能 对 各 行 各 业 的 工作 和 进 
一 步 学 习 基 于 数学 的 领域 握 供 可 蔡 的 准备 . 

数学 教育 争论 的 关键 不 是 要 不 要 教 基 础 课 而 是 教 什么 基础 


— 2 一 


课 以 及 如 何 教 .数学 实践 的 变化 的 确 改 变 了 数学 教学 重点 的 选 
择 .社会 的 变化 .技术 的 变化 .学校 的 变化 等 等 对 于 下 世纪 中 学 
校 数学 可 能 出 现 什么 也 会 产生 巨大 的 冲击 .所 有 这 些 变化 都 将 
影响 学 校 数 学 的 基础 ， 

为 了 发 展 新 的 有 效 的 数学 课程 ,我 们 必须 力图 预见 未 来 学 
生 对 数学 的 需要 , 正 是 数学 当前 和 未 来 在 工作 中 ,在 科学 中 ,在 [2] 
研究 中 的 实 幅 ,将 会 塑造 数学 的 教育 .为 了 给 未 来 提供 富有 成 果 
的 数学 课程 ,我 们 必须 在 今天 的 数学 中 寻找 模式 ,以 便 尽 我 们 所 
能 推断 什么 是 真正 的 基础 ,什么 不 是 ， 


基础 数学 


过 去 学 校 的 传统 把 算术 .测量 、 代 数 和 一 点 粗浅 的 几何 代表 
数学 的 基础 .但 是 ,作为 数学 的 根系 一 一 把 营养 供给 正在 生长 的 
数学 分 支 和 深刻 的 思想 ,还 有 更 多 更 多 的 主题 .我 们 可 以 想到 特 
殊 的 数学 结构 : 


ok EA 

各 工法 Oik 

e: ORE 
或 者 属性 : 

短线 性 的 ekipi 

全 周期 的 @mKH 

OTF OWA 

Oiti E 
或 者 行动 : 

On Oct 

各 控制 全 实验 

eiA 得 分 类 

OAR 各 可 视 化 


Onn @itk 


或 者 抽象 : 


l Era eFt 

全 无 穷 @#it 

Orit emkk 

(ES: EDE 
或 者 态度 ， 

ey ež 

全 意义 OTE 
或 者 行为 

全 活动 得 稳定 性 

OR eka 

OLR ese 

[3] ORR OK 

或 者 一 分 为 二 : 

全 离散 对 和 连续 

鲁 有 限 对 无 穷 

章 算 法 的 对 存在 的 

OMAN A Bib 

@ Fh FH 44 ep 


这 些 不 同 的 观点 显示 出 数学 的 结构 的 复杂 性 .从 每 种 观点 ， 
我 们 都 能 认 出 各 种 线索 ,其 中 每 条 线索 都 具有 一 定 的 力量 使 我 们 
能 够 从 孩 捉 时 期 的 日 常 的 直 党 ,经 过 学 校 和 学 院 一 直到 科学 或 数 
学 的 研究 发 展 ,形成 有 重要 意义 的 数学 思想 .数学 科学 的 健全 的 
教育 要 求 我 们 实际 上 同 所 有 这 些 极为 不 同 的 观点 和 思想 打交道 . 

传统 的 学 校 数学 只 选取 极 少 几 条 线索 (例如 算术 几何、 代 
数 } 并 把 它们 水 平地 排列 起 来 形成 学 校 的 数学 课程 ,先是 算术 ， 
接着 是 简单 的 代数 ,然后 是 几何 ,接着 是 更 多 的 代数 ,最 后 好 像 
是 数学 知识 的 典型 一 一 微 积 分 .这 种 数学 教育 方法 好 像 是 一 层 
一 层 和 蛋糕 , 它 有 效 地 防止 日 常 的 直观 沿 着 数学 的 多 条 根 发 展 起 
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来 .此 外 , 它 还 加 强 了 这 样 的 趋势 ,就 是 在 设计 每 个 课程 时 主要 


目的 是 给 下 一 门 课程 做 准备 .这 使 得 学 数学 在 很 大 程度 上 成 为 
以 后 才 得 益 的 练习 .为 了 帮助 学 生 看 清 他 们 自己 数学 的 前 景 , 我 
们 需 训 把 课程 编排 得 更 具有 垂直 的 连续 性 ,使 得 在 孩子 的 教育 
经 验 中 能 把 数学 的 根 与 数学 的 分 支 联系 在 一 起 . 

学 校 数 学 常常 被 看 成 人 力 资源 的 管线 , 它 从 儿童 时 代 的 经 
验 流 向 科学 的 生涯 .数学 课程 的 各 层面 对 应 于 管子 越 来 越 窗 的 
截面 .假如 他 们 要 在 数学 和 科学 教育 上 有 所 进步 的 话 , 就 必须 通 
过 这 些 截 面 .任何 学 习 上 的 障碍 都 会 限制 水 流 在 整个 管线 中 流 
动 , 而 这 种 障碍 相当 多 ,就 像 血液 中 的 胆固醇 一 样 .数学 也 会 堵 
塞 国家 教育 的 动脉 . 

反之 ,如 果 数 学 课程 以 多 重 并 行 线索 为 特征 ,每 一 个 线索 都 
莫 基 于 适当 的 儿 时 经 验 ,那么 人 力 资源 的 流动 就 更 像 大 树 中 根 
中 营养 物 的 运动 或 者 从 广大 流域 冲 出 的 水 流 , 而 不 像 一 个 越 来 
越 狭 窑 的 动脉 和 管线 那样 受到 局 限 .各 种 不 同 的 数学 经 验 吸引 
着 有 不 同 兴趣 和 天 赋 的 孩子 ,每 种 经 验 都 由 挑战 性 的 思想 所 说 
育 ,它们 激发 起 孩子 们 的 想象 ,促进 孩子 们 进行 探索 .这 种 集体 
效果 和 将 在 孩子 们 身上 发 展 出 来 由 许多 不 同 的 根 所 产生 的 各 种 各 
样 的 数学 观点 ， 


五 个 样本 


本 书 提供 5 个 例子 说 明 深 刻 数学 思想 的 发 展 威力 ,它们 是 : 
维 数 .数量 .不 确定 性 .形状 和 变化 .每 一 章 都 挖 扬 大 量 模 式 , 使 
得 它 能 给 在 学 校 各 阶段 的 孩子 们 引进 ,特别 是 给 仍然 保持 较 高 
的 无 拘 无 束 好 奇 心 的 最 年 幼 的 孩子 们 引进 ,开发 课程 的 老师 会 
发 现在 这 些 论 文中 有 许多 可 用 于 学 校 数 学 的 有 价值 的 新 选择 ， 
那些 帮助 制定 教育 政策 的 人 能 在 这 些 论 文中 看 到 新 的 卓越 标准 
的 例子 ,每 一 位 家 长 都 能 在 这 些 论 文中 发 现 重要 的 和 有 效 的 数 
学 实例 ,能 够 激发 他 们 孩子 的 想象 力 . 


每 一 章 由 一 位 杰出 学 者 撰写 ,他 用 日 常 的 语言 来 解释 深 深 
植 根 于 数学 科学 的 基本 思想 如 何 能 在 未 来 的 学 校 中 开花 结果 . 
虽然 每 篇 论文 并 不 局 限于 当前 课程 的 特殊 细节 ,但 它 紧 贴 从 儿 
童 时 期 到 成 人 时 期 数学 思想 的 发 展 .作者 们 在 表达 数学 思想 这 
些 极 为 不 同 的 线索 时 ,他 们 都 树立 应 该 如 何在 孩子 们 当中 发 展 
数学 思想 的 理想 . 

与 许多 当前 学 校 数 学 不 同 ,这 些 线索 通过 行动 活生生 地 展示 
出 来 :用 倒 水 来 比较 容积 ,用 摆 来 钻研 动力 学 ,用 数 糖果 的 颜色 来 
佛 扣 变 化 ,用 造 万 花 简 来 发 据 对 称 性 .许多 数学 都 能 早 在 孩子 们 
达到 理解 代数 公式 之 前 就 通过 这 些 活 动 不 拘 形式 地 掌握 了 .对 于 
像 体积 .相似 性 ,大 小 .随机 性 这 些 模式 的 早年 经 验 给 学 生 们 做 科 
学 探索 和 学 习 更 正式 . 迎 辑 上 更 精确 的 数学 提供 了 准备 .在 几 年 
之 后 ,课堂 中 出 现 细致 的 证 明 时 ,从 大 量 非 正式 的 早期 数学 经 验 
受益 的 学 生 会 极为 开心 地 说 “现在 我 看 出 为 什么 那 是 对 的 ”. 
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本 书 的 论文 是 由 5 个 不 同 的 作者 写作 的 5 个 不 同 的 主题 ， 
尽管 它们 在 主题 .风格 和 方法 土 有 所 不 同 ,但 这 些 论文 在 数学 亲 
缘 关 系 上 却 有 着 共同 点 ,每 篇 论文 都 同 数学 科学 家 族 有 着 千 丝 

[5] 万 缕 的 联系 .因此 这 些 论文 本 身 在 深层 结构 甚至 在 特殊 的 例证 
上 都 充满 了 内 在 联系 就 一 点 也 不 奇怪 了 .下面 举 一 些 例子 ， 

测 重 是 在 这 些 论文 中 反复 讨论 的 思想 .我 们 对 几何 量 (长 
BE .面积 ,体积 ) .算术 量 ( 大 小 次序, 标签 ) LE SETH 
学 业 能 力 测试 得 分 ) 以 及 动力 变量 (离散 的 、 连 续 的 .混沌 的 ) 的 
名 种 经 验 都 为 回答 一 个 非常 孩子 气 的 问题 " 它 多 大 ?" 提 出 了 特 
殊 的 挑战 .从 许多 例子 中 可 以 看 出 ,这 个 问题 是 基本 的 : 它 看 起 
来 简单 却 微妙 ,初等 却 困难 .学 生 认 识 到 了 测量 的 复杂 性 ,长 大 
之 后 再 碰 到 通常 对 数 和 统计 错误 的 使 用 就 不 再 会 那么 不 加 考虑 
地 接受 下 来 .学习 如 何 测量 是 数 觉 的 开始 ， 
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对 称 是 数学 的 另外 一 个 深 刻 的 思想 , 它 无 论 在 这 些 论文 中 
还 是 在 数学 的 所 有 分 支 中 都 不 断 地 反复 出 现 , 有 时 它 是 整体 的 
对 称 ,例如 超 立 方 体 (一 个 4 维 立方 体 ), 它 的 对 称 太 多 了 以 致 很 
难 把 它们 全 部 数 清 { 但 小 孩 在 适当 的 引导 之 下 ,利用 简单 的 纹 豆 
和 小 签 模型 能 够 办 到 } .也 有 时 , 它 是 部 分 的 对 称 ,就 像 由 分 子 或 
细胞 重复 模式 中 天 然 物体 的 生长 .还 有 另外 的 情形 出 现 对 称 破 
氧 ,例如 圆 往 形 杆 的 计 曲 或 受精 卵 发 育成 一 个 (稍微 ) 不 对 称 的 
成 年 动物 .与 测量 不 同 , 对 称 性 在 任何 一 级 学 校 中 都 很 少 学 习 ， 
然而 它 作为 解释 许多 现象 的 模型 是 同样 基本 的 ,即使 现象 可 以 
如 此 不 同 ,如 基本 的 自然 力 .晶体 的 结构 和 有 机 体 的 发 育 .学 会 
认识 对 称 性 使 我 们 的 数学 眼力 得 到 训练 . 

可 视 化 在 本 书 中 许多 例子 中 反复 出 现 , 它 是 数学 和 科学 研 
究 最 迅速 增长 的 领域 之 一 .数据 分 析 的 第 一 步 是 把 数据 直观 可 
见地 展示 出 来 ,以 求 出 隐 荐 的 模式 .各 种 类 型 的 图 象 提供 了 关系 
和 函数 的 可 见 的 展示 ,它们 在 科学 和 工业 中 广泛 地 应 用 以 显示 
一 变量 (例如 销售 ) 是 另 一 变量 (例如 广告 ) 的 桓 数 .许多 世纪 以 
来 ,艺术 家 和 地 图 绘制 者 利用 投影 等 几何 工具 来 把 3 维 图 象 表 
示 在 2 维 幕布 或 纸张 上 .现在 计算 机 图 形 学 把 这 些 过 程 自动 化 ， 
使 我 们 同样 能 发 掘 高 维 空间 中 形状 的 投影 ,学 会 把 数学 模式 可 
视 化 ,使 视觉 的 天 赋 成 为 数学 教育 无 价 的 盟友 . 

著 法 是 计算 的 处 方 , 它 出 现在 数学 的 每 一 个 角落 ,表现 人 口 增 
长 的 选 代步 枝 , 揭 示 出 一 个 简单 有 序 的 事件 如 何 导 致 各 种 各 样 的 行 
为 一 一 爆发 .衰落 .重复 ,混沌 .发 据 几 何 形 式 的 组 合 结构 能 使 学 生 
设想 高 维 空间 的 几何 结构 ,而 在 高 维 空间 中 他 们 不 能 建立 现实 模 
型 .甚至 通常 小 学 中 算术 的 算法 从 当代 的 数学 观点 看 ,也 有 新 的 含 
义 , 它 与 其 说 是 强调 去 掌握 特 珠 算法 一 一 这 些 现 在 主要 由 计算 器 或 
计算 机 来 执行 一 一 学 校 数 学 更 强调 算法 的 更 基本 的 属性 (例如 速 
度 . 有 效 性 .敏感 性 ) ,这些 对 于 在 计算 机 时 代 更 高 明 地 使 用 数学 是 
必 不 可 少 的 ,学 习 算法 的 思考 构成 当代 的 数学 能 力 ， 
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在 本 书 中 也 出 现 许 多 其 他 的 主题 ,包括 数学 与 科学 的 亲缘 
关系 .分 类 作为 理解 的 工具 ,从 公理 和 数据 进行 推断 ,以 及 最 重 
要 的 在 学 习 数 学 的 过 程 中 开发 的 作用 .由 联系 得 出 数学 的 威力 
也 有 助 于 判定 什么 是 基本 的 .从 教育 学 的 观点 看 ,联系 使 我 们 把 
由 一 条 线索 得 出 的 见识 深 人 到 其 他 线索 中 去 .多 重 线 震 通过 强 
有 力 的 内 在 联系 联结 在 一 起 能 使 我 们 开发 具有 各 种 各 样 兴趣 和 
能 力 的 学 生 的 数学 能 力 . 


获得 视角 


牛 岛 把 他 发 展 微 积分 的 超人 先 见 之 明 归 功 于 他 的 前 厘 工作 
的 积累 ;如果 说 我 比 别 人 看 得 更 远 ,只 因为 我 站 在 巨人 的 肩膀 
上 … 那些 为 21 世纪 开发 数学 课程 的 人 也 需要 类 似 的 先 见 之 明 ， 

牛顿 时 代 的 数学 变化 可 不 像 近 年 来 那么 大 .很 大 程度 上 由 
于 计算 机 更 引 进 , 数 学 的 本 性 和 实践 已 被 新 概念 工具、 应 用 和 
方法 从 根本 上 改变 了 .正如 合 利 略 时 代 的 望远镜 使 牛顿 的 革命 
得 以 成 功 一 样 ,今天 的 计算 机 向 传统 观念 挑战 ,并 强迫 我 们 对 内 
心 深 处 信奉 的 价值 重新 加 以 检验 .正如 300 年 前 由 欧 孔 里 得 的 
证 明 转 变 为 牛顿 的 分 析 , 数 学 再 一 次 对 于 过 程 范式 进行 一 次 基 
本 的 重新 定向 . 

在 数学 的 研究 文献 中 和 数学 方法 的 实际 应 用 中 ,基本 变化 

[7j 的 实例 大 量 存在 .本 书 的 各 篇 论文 中 给 出 了 许多 ; 

令 不 确定 性 不 是 偶然 的 ,因为 最 终 要 出 现 规律 性 

和 决定 性 现象 常常 显示 出 随机 的 行为 

旬 维 数 性 不 只 是 空间 的 一 个 性 质 ,而 和 且 还 是 整理 知识 的 一 

种 方法 
所 重复 可 以 是 精密 性 .对 称 性 或 混沌 的 源泉 
全 可 视 的 表示 能 够 产生 往往 被 严格 的 解析 方法 掩盖 起 来 的 
见识 
全 变化 的 各 种 模式 产生 显著 的 基本 的 规律 性 
一 一 3 一 一 


通过 考察 数学 的 许多 不 同 的 线索 ,我 们 对 于 共同 的 特色 和 
主导 的 思想 得 出 反复 出 现 的 慨 念 (例如 数 .函数 .算法 ) ,使 我 们 
注意 到 为 了 理解 数学 我 们 必须 知道 什么 ;共同 的 行动 (例如 表 
不 ,发 现 ,证 明 ) 指 示 出 为 了 做 数学 我 们 必须 发 展 的 技艺 .概念 和 
行动 是 数学 语 育 的 名 词 和 动词 . 

人 们 用 数学 语言 于 的 事 就 是 描述 模式 .数学 是 一 门 开 发 性 的 
科学 , 它 谋求 理解 任何 一 种 模式 一 一 出 现在 自然 中 的 模式 ,人 脑 
所 发 明 的 模式 ,甚至 由 其 他 模式 所 创造 的 模式 .为 了 使 孩子 在 数 
学 上 成 长 起 来 ,必须 向 他 展示 丰富 的 大 量 的 适合 他 们 自己 生活 的 
模式 ,通过 这 些 模 式 他 们 能 够 看 到 多 样 性 .规律 性 以 及 相 志 联系 . 

本 书 的 5 篇 论文 提供 了 5 个 广泛 的 案例 研究 ,它们 通过 实 
例 说 明 这 是 如 何 做 的 .其 他 作者 同样 能 够 容易 地 描写 5 个 或 10 
个 另外 的 例子 .下 面 列举 的 书 和 文章 充满 了 丰 窗 的 数学 思想 的 
更 多 的 例子 .学 习 数学 主要 不 在 于 开发 什么 样 的 特殊 的 模式 ,而 
在 于 这 些 线索 中 所 呈现 的 充分 多 样 福 和 深度 .通过 鼓励 学 生 开 
发 那些 业已 证 明 具 有 碱 力 和 意义 的 模式 ,我 们 为 他 们 提供 广 阐 
HRE, WERE E, BREER EE. 
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托马斯 了 班车 夫 


引 襄 


150 年 前 ,“ 幼 徐 园 "一 词 的 发 明 者 弗 利 德里 希 : 弗 洛 贝尔 
(Friedrich Froebel) (图 1) 设 计 了 一 组 “礼物 ”, 引 导 孩 子 们 得 出 
几 个 不 同 维 数 的 几何 的 观念 .他 的 哲学 很 清楚 ,如果 孩子 们 在 他 
们 教育 的 最 初 阶段 就 鼓励 他 们 去 观察 几何 对 象 ,那么 在 他 们 上 
学 的 过 程 中 ,这 些 思 想 就 会 一 而 再 、 再 而 三 地 反复 出 现 ,并 在 每 
个 新 的 .更 高 级 的 层次 上 深化 . 随 着 学 生 在 发 展 算术 和 测量 的 新 
技能 ,后 来 又 学 会 更 正规 的 代数 和 几何 知识 ,他 们 在 托儿所 阶段 
对 于 形状 和 形体 的 初步 体会 就 会 变 得 更 为 精致 . 

弗 洛 贝尔 为 了 抓 住 他 年 轻 学 生 们 的 想象 力 ,他 在 儿童 乐园 
中 给 他 们 展示 一 系列 木 制 玩具 供 他 们 玩 . 只 有 在 以 后 ,这 些 由 这 
组 有 意 安排 的 游戏 经 验 所 得 到 的 休会 才 转 变 成 为 概念 ,而 在 更 
有 晚 才 正式 表述 为 数学 的 语言 .通过 这 种 途径 ,他 们 培养 起 可 视 化 
能 力 ,而 这 在 把 数学 应 用 于 科学 和 艺术 事业 上 是 至 关 重 要 的 . 

弗 洛 贝尔 从 数学 最 具体 的 对 象 开始 : 球 .立方 体 .圆柱 .他 进 
而 通过 给 孩子 们 展示 用 托盘 上 的 拼图 来 提高 抽象 的 水 平 . 然 后 
他 引进 一 套 一 套 各 种 长 度 的 小 棍 , 摆 放 好 使 得 它们 最 后 能 同 数 
的 模式 联系 起 来 ,这样 他 达到 更 进一步 的 抽象 


在 今天 的 幼稚 园 的 教室 里 ,我 们 也 能 认 出 有 一 些 弗 洛 贝尔 
的 遗产 得 到 具体 实现 .在 教室 里 有 组 块 来 组 装 ,在 桌子 上 有 拼 板 
来 创造 拼图 .但 是, 当 孩 子 进 人 小 学 的 严肃 世界 当中 ,他 们 往往 
就 把 这 些 “ 玩 具 " 执 在 一 边 .许多 杆 用 来 做 算术 练习 ,但 是 如 果 学 
生 能 在 幼儿 园 到 初中 之 间 看 到 2 维 的 任何 东西 , 那 他 就 是 幸运 
的 了 .在 这 期 间 ,可 能 有 人 简单 提 到 平面 图 形 的 面积 ,常常 只 是 
为 了 注 明 测量 的 公式 .于 是 学 生 必 须 等 到 了 中 学 才能 得 到 平面 
几何 世界 的 进一步 思想 ， 


Cs 


ge a 
图 1 弗 利 德里 希 ' 弗 涪 贝 尔 ,幼稚 园 的 发 明 者 ,使 用 几何 对 象 来 激发 孩子 
们 的 想象 . 


两 代 人 之 前 ,这 些 吃 苦 耐 劳 的 学 生 只 有 学 了 一 年 的 形式 几 


何 之 后 , 才 准 许 在 一 学 期 更 为 形式 化 的 立体 几何 中 再 次 进 人 第 


[42] 3 维 .后 来 课程 改变 了 ,3 维 的 几何 (连同 全 部 解析 几何 ) 被 认为 


都 可 以 纳入 单一 的 几何 学 课程 .往往 立体 几何 部 分 只 是 被 当成 
有 点 课余 时 间 的 有 兴趣 的 学 生 的 补充 教材 .无 需 多 说 ,立体 几何 
就 这 样 从 标准 的 几何 教程 中 消失 掉 了 .在 当前 ,为 了 在 学 生 上 大 
学 之 前 多 甸 忙 忙 为 学 微 积 分 做 准备 ,我 们 系统 地 偷工减料 ,完全 
不 管 整个 几何 学 中 最 实用 而 且 最 有 用 的 部 分 一 一 我 人 自己 维 数 
的 几何 学 ,现在 我 们 有 特别 的 机 会 来 重新 关注 不 局 维 数 的 几何 
F. 


维 数 的 阶梯 


虽然 我 们 世界 的 维 数 是 3 维 的 ,可 是 大 多 数 媒体 却 碰 巧 都 
是 2 维 的 :黑板 \ 书 .电影 .电视 和 计算 机 屏幕 .我 们 全 都 投 人 大 
晤 精力 来 学 习 如 何 解 释 这 种 平面 视觉 信息 .我 们 生活 在 3 维 世 
界 当中 ,就 必须 知道 2 维 形 状 如 何 相关 :它们 的 行为 为 完全 了 解 
我 们 自己 的 维 数 提供 了 必要 的 前 提 . 

碰巧 ,通过 更 低 一 维 的 直线 的 几何 学 ,我 们 已 得 到 大 量 的 认 
识 ,因为 在 1 维 中 数 与 几何 最 密切 .最 有 力 地 融合 在 一 起 . 数 直 
线 的 几何 可 以 漂亮 地 翻译 成 平面 几 行 ,不管 是 尽 经 典 的 形式 还 
是 以 数 对 的 解析 几何 .我们 从 第 一 维 过 让 到 第 二 维 所 获得 的 动 
量 能 够 把 我 们 带 进 我 们 自己 的 维 数 并 得 到 更 新 的 视角 . 维 数 的 
类 比 是 非常 有 力 的 工具 ， 

这 个 激动 人 心 的 主题 是 值得 认识 并 传 给 我 们 的 学 生 的 :把 
我 们 从 1 维 带 到 2 维 并 进而 带 入 3 维 的 动力 并 不 停留 在 此 ! 这 
种 建议 很 明确 :还 有 其 他 维 数 有 待 开 发 .数学 是 使 得 提高 维 数 的 
电梯 运行 的 关键 

特别 是 第 4 维 , 它 是 我 们 最 近 的 近邻 之 一 .正如 我 们 可 以 由 
学 习 其 他 国家 的 语言 的 文化 掌握 许多 我 们 自己 的 语言 和 文化 一 
样 , 我 们 能 够 通过 观察 引导 到 第 4 维 的 结构 而 开始 理解 我 们 自 


Anaon 


己 的 “现实 "世界 的 新 事物 .虽然 我 们 不 能 从 身体 上 开发 更 高 维 
数 ,但 可 从 心灵 上 理解 它们 ,并 且 通 过 现代 技术 ,也 能 越 来 越 多 
HELEN. 

对 于 语 育 习 得 的 研究 表明 ,虽然 任何 幼儿 能 够 学 习 任 何 语 
言 , 少 孩 总 是 草 快 地 建立 自己 特殊 语言 的 声音 模式 ,而 且 有 效 地 
阻碍 其 他 可 能 性 的 发 展 .如 果 小 孩 不 是 很 里 就 引导 去 熟悉 其 他 
语言 ,他 或 她 在 学 习 第 二 语言 时 就 会 经 历 更 多 的 困难 .对 于 数学 
的 知觉 是 否 可 能 也 是 一 样 ? 假如 我 们 等 到 学 生 已 经 发 展 大 量 的 
算术 思想 (以 及 大 量 的 错误 观点 ) ,然后 才 鼓 励 他 们 思考 立体 的 
对 象 以 及 不 同 维 数 之 间 的 相互 关系 .我 们 就 可 能 剥夺 了 他 们 认 
识 几 何 学 的 整个 威力 和 范围 的 机 会 . 


赠 予 几何 的 礼物 


对 象 总 是 近 在 手边 .在 任何 级 别 的 学 校 , 对 空间 和 体积 的 党 
察 应 该 是 一 种 连续 不 断 的 数学 经 验 . 像 测量 的 量 以 及 它们 同 公 
式 的 联系 将 在 适当 的 时 候 出 现 ,但 是 它们 总 是 出 现在 孩子 们 首 
先觉 察 到 测量 的 不 同 维 数 之 后 .学 生 头 一 次 被 鼓励 考虑 体积 表 
示 侍 么 意思 的 那天 往往 就 是 人 们 告诉 他 或 她 球 或 圆锥 体积 公式 
的 同一 天 .为 了 鼓励 学 生 流利 地 使 用 几何 语言 ,在 整个 在 校 期 间 
我 们 需要 大 量 的 “前 几何 学 ” ,其 中 应 该 包含 “前 立体 “几何 以 及 
“BFE JLI. 

弗 洛 贝尔 以 及 他 的 同行 用 他 们 当时 能 得 到 的 材料 创造 出 几 
何 礼物 ,主要 是 用 木头 , 纸 和 泥土 .今天 我 们 有 许多 办 法 从 各 方 
面 改 进 这 些 礼 物 ,我 们 可 以 用 塑胶 和 维 可 牢 (velero) ,用 磁带 和 
磁铁 ,更 不 用 说 强 有 力 的 计算 机 图 形 学 .如 果 在 年 轻 学 生 面 前 放 
置 的 探 维 的 工具 ,不 仅 是 最 简单 的 形式 ,而 且 还 有 较 高 维 空 间 的 
几何 学 ,教育 家 的 术语 “教具 "一 一 教室 工具 现在 有 了 新 的 意义 . 
如 果 我 们 关注 教育 我 们 的 孩子 ,关注 空间 的 知觉 ,我 们 就 会 创造 
真正 激动 人 心 的 教具 .这 是 我 们 今天 的 几何 礼物 . 


[13] 
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no 


测量 体积 


许多 学 生 从 来 没有 学 过 体积 ,因为 他 们 不 能 成 功 地 越过 平 
面 几何 .那些 通过 迅猛 冲刺 就 能 达到 微 积 分 的 学 生 , 没有 多 少时 
间或 者 根本 没有 时 间 来 学 习 使 微 积分 繁荣 发 展 的 几何 思想 . 微 
积分 并 不 是 学 生 第 一 次 认真 思考 几何 学 的 合适 时 间 , 它 更 应 该 
大 经 年 累 月 考虑 越 来 越 复 杂 的 几何 课题 积累 的 结果 . 当 学 生 最 
后 看 到 锥 体 或 球 的 体积 公式 的 完整 证 明 , 这 应 该 是 他 或 她 从 幼 
雅 国 开始 经 过 学 校 摆弄 锥 体 或 球 的 所 有 经 验 中 隐 泣 的 约定 中 往 
到 了 满足 ,成 为 顶尖 的 经 验 . 

弗 洗 贝尔 的 小 学 生 们 花 了 大 量 时 间 倒 水 和 筛 沙 子 , 用 不 同 
的 容器 盛 上 不 同 量 ,因此 学 生 们 会 逐渐 学 会 共同 的 关系 ,甚至 没 
有 想到 把 它们 写 下 来 .例如 ,用 多 少 圆锥 形 杯 子 的 水 才能 把 同 高 
间 底 的 圆柱 形 的 杯子 倒 潢 . 任何 学 生 都 能 用 一 排 这 样 的 杯子 来 
进行 实验 (图 2) ,圆柱 可 以 倒 满 三 个 圆锥 形 的 杯子 . 


E 


图 2 辆 柱 体 中 的 水 正好 装 满 3 个 同 说 和 同 高 的 画 锥 体 . 
我 们 可 以 用 不 同 高 度 和 不 同 的 圆 口 杯 反复 地 验证 这 个 结 
果 . 只 有 到 以 后 学 生 熟 悉 了 分 数 的 语言 之 后 ,这 个 关系 才 需 要 用 
一 个 体积 等 于 另 一 体积 的 才 来 陈述 .再 往 后 ,这 个 关系 才能 用 一 


个 公式 表示 :圆锥 的 体积 等 于 底面 积 乘 以 高 度 的 


这 时 ,对 于 其 他 形状 的 物体 ,应 该 也 看 到 同样 的 关系 .三 个 
方 底 的 棱锥 可 被 同 底 同 高 的 棱柱 中 的 霄 子 所 淮 满 (图 3) .甚至 
于 底 的 形状 不 规则 ,这 个 关系 也 成 立 .我 们 甚 圣 不 要 求 锥 底 的 中 
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els SES TR eT FF, a RR PU aS. ATA A E FE EEG 
不 知 分 数 为 何 物 之 前 就 被 理解 .更 不 用 说 需要 预先 知道 像 x 这 
样 的 数 了 . 
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图 3 BREET ERK IE Me H Be 3 Po a Dee) RE | E E pe PE R HE TEIE 
HEWER T KALA EFR RAEk Ae HE 
发 现 这 种 关系 . Lis] 


CE Bay OR PE ee A Pe J RA Se BG 
也 更 给 人 留 下 深刻 印象 ;如果 一 个 球体 精确 内 切 在 一 个 圆柱 体 


中 , 则 球体 的 体积 是 圆柱 体 体积 的 子 .为 了 证 明 这 点 ,我 们 吕 以 
用 两 个 贺 往 ( 它 正好 封 住 球 ) 的 水 能 把 3 个 球 装 满 (图 4) .不 规则 
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图 4 KAT LS ue Bo SE AC ae BB 3 个 球 的 体积 等 于 2 EAB ix 
贺 杜 的 直径 和 高 均等 于 球 的 直径 . 


[16] 


形状 的 物体 体积 可 以 很 容易 地 看 出 来 ,只 要 把 它们 浸没 在 水 中 
看 有 多 少 水 溢出 即 可 .由 此 自然 得 出 密度 的 概念 ,也 就 是 重量 与 
体积 之 比 . 

通过 体积 也 可 以 引进 面积 的 概念 .用 一 堆 浅 盘 , 全 都 一 样 
高 ,孩子 们 能 够 比较 它们 的 体积 ,并 且 把 它们 的 体积 和 底面 积 联 
系 起 来 .假如 在 任何 情形 下 ,盘子 高 度 都 一 样 ,高度 维 数 就 可 以 
“A” ,在 这 种 情况 下 ,孩子 们 不 难看 出 直角 三 角形 的 面积 等 
于 相应 长 方形 的 面积 的 一 半 ,而 斜 角 三 角形 的 面积 等 于 三 个 不 
同 相 关 的 平行 四 边 形 的 面积 的 一 半 ( 图 5). 


Ze 


图 5 孩子 们 通过 疝 浅 盘 子 里 倒 水 .马上 可 比较 不 同 儿 何 图 形 的 面积 . 
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图 6 CARER MTA SHER FR ER HIE: HAM 
形 弦 上 的 正方 形 等 于 勾 和 股 上 正方 形 的 和 . 


正如 弗 洛 贝尔 在 上 个 世纪 用 幼稚 园 礼物 所 做 的 一 样 ,我 们 
也 可 以 用 均匀 厚度 的 砖 来 做. 学 生 们 通过 实际 搬 弄 各 种 物体 ,就 
可 能 在 很 小 时 候 民 得 平行 四 边 形 和 长 方形 面积 的 关系 .用 不 着 
等 到 学 生 通 过 平方 根 之 后 ,才能 看 到 毕 氏 定理 的 图 示 ( 图 6). 靶 
子 们 玩 过 表示 分 解 的 几何 游戏 ,以 后 就 会 觉得 理解 形式 的 结果 
更 加 容易 . 


分 解 模型 


正如 正方 形 用 对 向 线 可 以 分 解 成 两 个 全 等 三 角形 (图 7) ,下 
方 体 也 可 以 沿 着 对 角 线 分 解 成 三 个 全 等 的 组 块 (图 8), 这 个 事实 
是 能 用 模块 说 明 的 最 漂亮 的 结果 之 一 .分 解 模型 比 起 体积 的 比较 
说 明和 更 为 深刻 的 思想 ,因为 他 们 不 仅 显 示 关 系 ,而 且 还 表明 为 什 
么 关系 成 立 .学 生 最 后 应 该 能 够 看 出 ,所 有 儿 何 关系 都 有 其 理由 ， 


图 7 用 对 角 线 把 正方 仁 分 解 为 两 个 全 同 的 三 角形 可 以 作为 3 维 类 似 分 解 
的 前 景 . 
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图 8 PVH AA DAS SET LA RRR. [17] 


图 9 长 方形 的 对 角 分 解 产 生出 三 个 棱锥 具有 不 同 的 形状 但 具有 相同 体 
积 . 


立方 体 这 个 特殊 的 分 解 性 质 多 少 有 点 误导 ,因为 对 其 他 长 
方 体 并 不 成 立 .虽然 对 角 线 总 把 长 方形 分 解 为 两 个 全 等 三 角形 ， 
但 长 方 体 的 对 角 线 分 解 通常 并 不 得 出 三 个 全 等 楼 锥 体 (图 9)， 
这 3 个 棱锥 体 体 积 相等 但 形状 不 同 ,这 可 以 从 白 塑 料 的 棱锥 春 
器 中 灌水 子 看 出 .但 是 由 另 一 个 不 同 的 模型 一 一 玩 牌 中 可 以 得 
出 更 深刻 的 认识 ， 

我 们 可 以 把 楼 锥 看 成 由 底 上 一 过 长 方形 厚 牌 构成 .假如 这 
杰 牌 中 每 张 牌 厚 虚 加 倍 , 则 底 积 持 不 变 而 这 又 的 高 度 和 重量 都 
加 倍 ,从 而 其 体积 也 加 倍 .如 果 我 们 保持 每 张 牌 宽度 和 厚度 不 变 
而 长 度 加 倍 , 那 么 体积 也 加 信 . 每 个 单 维 数 的 加 倍 都 使 体积 加 
们 ,更 一 般 讲 , 用 任何 数 乘 以 单 维 数 将 会 使 整个 体积 乘 以 相同 的 
数 . 

这 个 过 程 使 我 们 能 够 得 出 任何 枝 锥 体 的 体积 ,这 些 棱 锥 体 
是 通过 长 方 体 对 角 分 解 得 出 的 ,也 就 是 每 一 个 棱锥 体 具 有 长 方 
形 的 底面 ,而 其 顶点 在 底 睾 的 某 一 角 的 正 上 方 . 进 一 步 研 究 棱锥 
形 的 模块 很 快 表明 任何 具有 长 方形 底面 的 棱锥 都 可 以 由 这 些 特 
丈 类 型 的 棱锥 构成 ,它们 全 部 具有 相同 的 高 产 . 把 它们 故 在 一 
起 ,这 些 演 示 表 明 为 什么 一 般 来 讲 , 具 有 长 方形 底面 的 棱锥 的 体 


积 为 同 底 同 高 的 校 柱 的 体积 的 - 


用 一 稀 纸 牌 或 细 杆 进行 实验 很 容易 导出 一 个 强 有 力 的 思 
想 , 即 数学 家 熟知 的 切 变 变 摘 的 卡 瓦 利 埃 利 原 理 . 首 先 观 察 排 满 


平行 四 边 形 的 一 组 细 杆 何以 能 排 满 同 底 同 高 的 长 方形 .因此 它 [18] 
们 的 面积 必定 相等 (图 10) ,同样 原理 对 空间 也 和 对 平面 一 样 适 
用 .能 够 装 满 长 方形 盒子 的 一 全 纸 牌 也 能 装潢 同 底 同 高 的 斜 形 
— 同样 ,用 接近 构成 正 心 棱锥 的 一 组 正方 形 牌 可 构成 偏心 楼 


> 


图 10 用 于 构造 一 个 给 形 的 一 组 风 杆 ,也 可 用 于 构造 同一 维 数 的 平行 四 
边 形 .因此 这 全 矩形 和 这 个 平行 四 边 形 的 面积 必然 相等 . 


AB 11 形成 偏心 校 锥 的 一 组 纸牌 可 以 重 排 形成 同 底 ,、 同 高 .同体 积 的 
ECHE. 


如 果 学 生 在 整个 早期 学 习 阶 段 用 模块 组 和 纸牌 探索 过 校 饶 
模型 , 那 他 们 肯定 在 微 积分 的 课程 上 更 容易 理解 和 领会 这 些 定 
理 的 形式 证 明 .而 那些 一 直到 微 积分 课 讲 体 积 之 前 还 没有 考虑 


过 体积 的 性 质 的 学 生 就 不 会 由 他 们 的 经 验 学 到 那么 多 东西 . 现 [19] 


在 我 们 需要 花费 大 量 精力 来 教学 生 , 学 会 高 等 数学 所 需 的 代数 


技能 .我 们 应 该 同样 关注 他 们 的 开 何 学 的 准备 ， 
金字 塔 问题 


许多 孩子 为 胡 夫 大 金字 塔 而 着 这 .这 些 古 代 世 界 硕果 仅 存 
的 奇迹 对 它们 的 创造 者 来 讲 是 数学 的 挑战 ,而 且 今 天 仍然 是 挑 
战 .在 学 校 中 对 古 埃 及 遗迹 的 学 习 可 以 说 是 各 种 各 样 数学 问题 
的 源泉 .从 对 阴影 最 初步 的 考察 到 早期 测量 最 尖端 的 成 就 一 一 
平 截 头 棱锥 台 的 体积 公式 . 

孩子 们 可 以 自己 决定 如 何 去 造 棱锥 的 模型 .在 一 个 正方 形 
底面 上 一 堆 干 沙 子 或 湿 沙 子 就 是 一 个 鹿 子 . 另 一 个 例子 是 用 烙 
土 做 的 模型 .学 生 们 可 以 用 不 同 大 小 的 三 角形 做 实验 ,看 看 会 得 
出 什么 形状 的 金字 塔 . 

不 同形 状 的 其 他 遗迹 也 提供 了 类 似 的 测量 练习 以 及 对 建造 
的 挑战 .美国 印 地 安 人 的 幕 胃 或 其 他 圆锥 形状 的 结构 是 怎样 的 ? 
玛雅 的 金字 塔 连 同 其 阶梯 结构 又 是 怎样 的 ? 巴比伦 的 多 层 神 塔 
或 高 塔 又 是 怎样 的 ? 每 一 种 结构 都 有 不 同 的 特色 ,它们 引出 有 
趣 的 数学 间 题 可 让 学 生 们 自己 去 表达 和 探索 . 

在 学 习 古 代 让 物 时 ,自然 引出 的 一 个 关键 的 数学 概念 是 相 
似 性 , 它 可 通过 代数 方式 用 比 或 比例 来 表示 ,也 可 通过 几何 方式 
用 阴影 和 标 度 图 来 表示 .让 我 们 看 下 面 的 故事 : 


我 的 朋友 安 布 罗斯 寄 来 他 到 埃及 旅游 的 快照 ,他 站 在 
方 尖塔 沉 , 我 能 看 见 他 的 影子 大 约 是 方 尖塔 的 影子 的 贞 . 方 
尖塔 是 插 大 的 圆柱 ,超过 24 英尺 高 .我 知道 这 个 是 因为 我 
的 朋友 6 英尺 高 .有 照 片 中 还 帝 一 座 金 字 浴 ,我 能 看 出 它 的 影 
子 刚 刚 超过 塔 底 的 边界 线 . 为 了 笋 出 金字 塔 的 高 度 RAF 
要 什么 另外 的 信息 ? 我 如 何 测量 金字 塔 的 斜 侧 与 地 面 之 间 
的 角度 ? 


实际 上 , 早 在 学 生 们 在 几何 和 三 角 中 正式 讨论 三 角形 之 前 很 久 ， 
就 可 以 非 正 式 地 讨论 这 些 问题 . 
思考 金字 塔 的 问题 就 能 表明 不 同 维 数 的 问题 如 何 彼此 互相 
局 发 .学 生 们 利用 相似 性 原理 很 容易 计算 一 个 不 完全 棱锥 的 体 
积 (图 12) .这 是 埃及 数学 最 重要 问题 之 一 . [20] 


图 12 不 完全 ( 截 头 ) 楼 锥 提出 挑战 : 求 其 体积 . 


b pb 


图 13 把 梯形 考 灌 成 一 个 不 完全 三 角形 ,我 们 可 以 找到 求 其 面积 的 方法 ， 
它 也 可 以 用 到 3 维 来 求 不 完全 楼 锥 的 体积 ， 


我 们 开始 先 考虑 平面 中 的 类 似 问 题 ; 梯 形 可 以 看 成 一 个 不 
完全 三 角形 (图 13) .已 知 量 e,” 和 天, 我 们 想 求 其 面积 .假定 梯 
形 不 是 平行 四 边 形 , 我 们 可 以 把 它 补 上 一 个 三 角形 ,其 高 为 x. 


不 难看 出 , 大 三 角形 和 小 三 角形 相似 ,从 而 生 = 二 + 二 ,因此 


bx = ax + ah PEA x = oil +A - 4 cRNA 
新 的 方法 得 出 我 们 熟知 的 梯形 面积 公式 , 即 它 是 两 个 三 角形 面 
FALE: 
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我 们 可 以 用 同样 方法 来 计算 不 完全 棱锥 的 体积 (图 14). BR 
如 不 完全 楼 锥 的 高 度 为 上 , 它 的 顶部 和 底部 正方 形 的 边 长 为 a 


和 6- 大 棱锥 的 高 度 是 (x +h), CAO MARBLES a + h)b?, i 


[21] 小 楼 色 的 体积 是 地 xa?. 由 于 三 角形 相似 艺 = 二 二 各 ,因此 ,正如 


平面 情形 «= tha ,因此 不 完全 棱锥 的 体积 为 : 


-a’ 
Leath)? tra? 
l3 1, 3 

hb 3 ha 


l 
luo 


-a b-a 
+h (8? - a3) 
b-a 


Th (b+ ab + a”). 


图 14 通过 把 不 完全 棱 欠 补 全 ,其 体积 可 以 作为 聊 个 相似 棱锥 之 差 计 算 
出 来 . 
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圆柱 体 中 水 的 体积 比 起 刚刚 容 下 它 的 长 方 体 盒子 的 体积 
来 ,大 约 为 后 者 半 多 一 点 (图 15). 


AP 


图 15 —APT. Heh ik — SABE 4 个 同 高 的 长 方 体 盒子 ， 
4 个 盒子 的 底面 正好 包 住 圆柱 体 的 底面 .这 组 杯子 能 够 用 来 证 明 
圆柱 的 体积 正好 比 3 个 盒子 的 体积 大 一 点 ,因此 图 柱 体 的 圆 痉 的 


面积 比 相应 的 正方 形 面积 的 -3 多 一 点 . 


[22] 


假如 我 们 把 水 从 圆柱 体 倒 入 现在 我 们 用 的 这 种 盒 形 容器 中 
( 它 与 圆柱 体 同 高 ,底部 正方 形 的 边 长 等 于 圆柱 体 半 径 ) ,那么 我 
们 可 以 装 满 3 个 这 种 盒子 ,还 有 水 富余 .用 不 同 的 图 柱 体 和 相关 
的 盒子 进行 实验 很 快 地 表明 这 个 模式 对 于 任何 半径 或 高 度 的 贺 
柱 体 都 适用 .自然 , 圆 的 面积 和 它 的 外 切 正方 形 面积 也 具有 相同 
的 比 .因为 孩子 们 测量 可 倒 的 量 比 测量 涂 色 的 面积 要 容易 得 多 ， 
因此 ,他 们 首先 通过 体积 然后 再 通过 面积 掌握 这 个 基本 的 比 要 
更 为 容易 些 . 

周 长 的 概念 可 以 通过 用 强 子 .皮带 (一 开始 没有 标记 ) 来 引 
进 . 不 管 砖 的 大 小 如 何 ,围绕 一 块 正方 形 砖 的 有 距离 是 砖 的 边 长 的 
4 信 . 如 果 一 个 圆 盘 的 半径 是 另 一 个 圆 盘 的 两 倍 , 则 绕 大 图 的 强 
于 正好 绕 小 圆 两 周 . 绕 一 个 图 盘 的 绳子 将 绕 边 长 等 于 其 半径 的 
正方 形 3 周 多 一 点 .关键 的 事实 是 , 圆 盘 与 正方 形 周 长 的 比 与 贺 
柱 和 包围 它 的 盒子 的 体积 之 比 相等 ,这 只 有 很 晚 才 证 明 .但 是 贺 
盘 的 局 长 和 正方 形 的 局 长 之 比 固定 这 个 基本 思想 却 是 每 个 孩子 
早 在 提 到 神秘 的 数 n 之 前 就 应 该 懂得 的 . 
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图 16 6c TARE bth, REE RARER HK 
方形 的 区 域 , 孩 子 们 可 以 马上 看 出 圆 的 面积 是 半径 (长 方形 的 高 ) 
当 以 圆周 (长 方形 的 宽 ) 的 一 半 ， 


通过 把 圆 像 切 饼 一 样 分 成 若干 块 ,然后 再 把 这 些 块 集合 成 
近似 的 长 方形 ,就 不 难看 出 轿 的 面积 和 阅 长 的 关系 ,结果 圆 盘 的 
面积 等 于 这 个 近似 长 方形 的 面积 ,而 长 方形 一 边 边 长 等 于 半径 ， 


另 一 边 长 等 于 贺 局 的 一 半 ( 图 16) .要 把 圆 盘 分 成 更 多 份 , 这 种 
对 应 就 更 为 精密 .( 很 久之 后 ,学生 们 就 会 认识 到 隐藏 在 这 个 证 
明 中 的 极限 概念 . ) 址 憾 的 是 ,在 球 的 体积 和 长 方 体 盒子 的 体积 
之 间 , 似 乎 并 没有 这 么 好 的 对 应 关系 . [23] 


可 杭 化 的 维 数 


弗 洛 贝尔 幼稚 园 的 孩子 们 玩 立方 体 和 再 分 割 的 立方 体 , 玩 
方块 和 再 分 割 的 方块 , 玩 直 杆 和 再 分 割 的 直 丁 (图 17).8 个 小 立 
方 体 拼 在 一 起 形成 一 个 大 的 立方 体 , 它 的 长 . 宽 、 高 都 是 原来 小 
立方 体 的 两 倍 .4 个 正方 块 拼 成 一 个 大 的 正方 块 , 它 的 长 和 宽 是 
小 正方 块 的 两 售 , 两 根 细 杆 接 起 来 形成 一 个 细 杆 , 它 的 长 是 原来 
的 细 杆 长 的 两 信 ， 


Bi? 一 套 立 方 体 ,正方 块 和 杆 能 形象 表示 因子 加 售 的 基本 性 质 :它们 表 
AR 2 的 器, 随 维 数 而 不 隔 . [24] 


各 个 水 平 的 孩子 都 能 开发 类 似 的 练习 .这 里 用 一 个 卡片 盒 ， 
包 上 纸 MATHE .还 有 另 一 个 盒子 ,两 倍 长 ,两 倍 宽 , 两 倍 高 ， 


那 我 们 得 移 用 多 少 绳子 来 押 上 ,或 者 多 少 纸 来 包 上 它 Maw 
沙子 填 满 它 ? 孩子 用 不 着 有 测量 长 度 或 面积 或 体积 的 能 力 就 能 
做 实验 并 找到 答案 :需要 2 信 长 的 绳子 ,4 售 多 的 纸张 ,8 EH 
沙子 .甚至 在 孩子 有 了 足够 的 做 乘法 的 经 验 之 前 ,就 能 产生 对 于 
尺度 变化 的 知觉 ,而 且 这 种 知觉 能 够 加 强 对 算术 运算 的 理解 . 


增长 因子 


在 低 年 级 就 辜 到 过 尺度 变化 的 孩子 ,在 很 入 以 后 学 习 指 数 
概念 时 ,就 会 认识 到 在 3 维 大 小 加 倍 时 ,导致 其 体积 增加 一 个 因 
子 23, 而 2 维 正 方形 大 小 加 倍 时 ,其 面积 增加 一 个 因子 关 . 不 管 
在 4 维 空间 中 一 个 合子 意味 着 什么 ,指数 使 得 这 种 加 倍 的 模式 
十 分 清楚 , 它 能 预言 其 大 小 增加 一 个 因子 2. 

因此 ,每 一 维 数 都 对 应 其 自身 的 增长 指数 .一 个 令 人 人 惊异 的 
事实 是 ,有 的 几何 对 得 其 增长 指数 不 是 整数 ,这 些 奇 怪 的 对 象 具 
有 一 种 “分 数 维 ” ,它们 是 令 人 人 著 迷 的 “分 形 "的 例子 .因为 创造 分 
形 通常 需要 使 用 一 个 过 程 无 穷 多 次 ,因此 只 有 在 现代 计算 机 图 
形 学 出 现 之 后 , 才 有 可 能 进行 有 效 地 开发 分 形 所 必需 的 实验 ， 

早 在 计算 机 出 现 很 久之 前 ,波兰 数学 家 瓦尔 巨 夫 : 西 尔 宾 斯 
基 ( Wactaw Sierpifiski) 就 发 明了 分 形 的 一 个 最 早 的 例子 .构造 
西 尔 宾 斯 基 图 形 的 第 一 步 是 从 一 个 大 的 三 角形 中 间 去 掉 一 个 小 
三 角形 .第 二 步 同 第 一 步 一 样 ,在 每 一 个 余下 的 三 角形 中 去 掉 中 
心 的 三 角形 .反复 重复 这 个 过 程 ,就 得 到 所 请 的 “ 西 尔 宾 斯 基 千 ” 
{图 18). 

西 尔 宾 斯 基 毯 的 突出 之 处 在 于 把 它 的 大 小 加 倍 之 后 得 出 由 
三 块 原来 图 形 组 成 的 图 形 ., 这 是 非常 奇怪 的 ,因为 我 们 用 方块 和 
立方 体 做 实验 时 ,加倍 因子 总 是 2 的 方 午 :在 加 倍 1 维 图 形 时 ， 
我 们 得 到 2 个 让 来 的 图 形 ;在 加 售 2 维 图 形 时 ,我 们 得 到 4 个 原 
来 的 图 形 . 因 此 , 西 尔 宾 斯 基 黎 的 维 数 必 定 是 在 1 与 2 之 疗 的 某 
处 ,从 而 是 分 数 维 的 (特别 是 , 维 数 了 具有 性 质 24 = 3, 这 数 d B 


以 2 为 底 3 了 3 的 对 数 ,部 1.5849…'). 


图 18 无 旁 次 穿孔 的 三 角形 即 所 雇 西 尔 宾 斯 基 称 , 它 包 合 3 个 它 一 半 大 
小 的 图 形 , 而 不 是 人 的 设想 维 数 为 1 或 2 时 的 2 个 或 4 个 ,因此 它 
具有 在 1 与 2 之 间 的 分 数 维 数 . 


分 形 可 用 来 启动 大 量 数学 的 讨论 ,因为 它 是 一 个 无 穷 过 程 
的 结果 ,它们 可 以 通过 几何 级 数 或 循环 小 数 来 讨论 . 分 形 的 不 同 
寻常 的 加 倍 性 质 给 出 以 2 为 底 的 对 数 的 解释 .其 他 分 形 过 程 导 (25) 
出 像 虹 德尔 布 洛 (Mandelbrob 集 那样 的 图 形 ,其 中 包括 数学 艺术 


中 一 些 最 突出 的 例子 .5 
比率 和 平均 值 


我 们 能 教 给 我 们 学 生 的 最 重要 技艺 之 一 是 用 几何 方式 来 解 
释 数 据 .面积 和 体积 的 几何 学 可 以 帮助 学 生 们 理解 像 变化 率 R 
积 值 和 平均 值 之 类 的 概念 .这 里 讲 三 个 例子 来 说 明 这 种 观点 ; 

鲁 司 机 先 以 每 小 时 40 英里 的 速度 开车 1 小 时 ,然后 以 每 小 
时 46 英里 的 速度 开车 2 小时, 问 她 走 了 多 远 ,她 的 平均 速度 是 

[26] 多 少 ? 

e 设计 师 涉 一 年 每 年 挣 4 万 美元 ,其 后 两 年 每 年 接 4 万 6 
千 美 元 , 问 整 个 时 期 他 一 共 收 人 人 委 少 ?他 的 平均 工资 多 少 ? 

全 一 个 鱼 塘 水 的 深度 达 40 厘米 ,另外 两 个 同样 大 小 的 鱼 墙 
水 的 深度 达 46 厘米 , 问 鱼 塘 中 水 的 平均 深度 为 何 ? 

所 有 这 些 问题 都 涉及 相同 的 计算 ,全 都 能 用 同样 的 图 (图 
19) 来 表示 .在 每 种 情形 下 ,全 部 累积 值 可 以 用 几何 方法 解释 成 
三 个 长 方形 的 面积 ,而 平均 值 就 是 具有 相同 的 底 边 和 相同 总 面 
积 的 长 方形 的 高 度 , 还 可 以 用 另 奸 的 方法 画 出 累积 值 的 图 , 即 精 


图 19 条 线 图 使 得 三 个 类 似 问题 的 数据 几何 化 , 它 形象 地 表明 平均 值 对 
应 具有 相 疯 底 迎 和 相同 总 面积 的 长 方形 的 高 度 . 


确 表 示 在 给 定时 间 之 内 一 共 行 进 多 少 英里 (或 者 已 经 挣 了 多少 
££) (ER 20). 


1 2 3 
图 六 ”折线 图 展示 出 三 个 问题 的 累积 值 ,表示 已 驶 过 的 全 部 英里 数 或 已 
挣 的 美元 数 ,对 应 条 线 图 和 线性 图 之 间 的 关系 是 币 积 分 的 前 身 . [27] 


变化 率 的 用 条 线 图 来 表示 (数学 家 称 之 为 阶梯 函数 ) 可 以 导 
出 用 直线 表示 的 累积 值 图 ( 即 多 角形 函数 ), 由 累积 值 求 变化 率 
的 过 程 最 终 导 出 微分 法 ,而 由 变化 率 求 累积 秆 最 终 导出 积分 法 . 
虽然 在 学 生发 展 他 们 对 速度 和 上 距离 或 薪水 和 挣 的 钱 的 理解 时 不 
一 定 非得 认识 到 这 种 联系 ,但 每 个 学 生 无 论 是 为 学 习 微 积 分 做 
准备 还 是 为 谋 职 做 准备 ,都 可 以 由 这 种 类 型 的 数学 经 验 中 受益 . 


m ih 


弗 洛 贝尔 的 幼 蕉 园 中 的 每 个 孩子 都 练习 画 画 -在 初级 水 平 
土 他 们 画 着 玩 ,而 在 另 一 个 水 平 上 他 们 从 画 中 学 习 .他 们 先 学 习 
观察 球 ,圆柱 和 立方 体 ,最 后 他 们 学 着 把 他 们 所 看 到 的 东西 画 下 


来 .到 了 我 们 这 个 时 代 , 已 经 不 那么 强调 画 画 ,以 而 失掉 了 机 会 
证 学 生发 展 自己 的 能 力 使 几何 关系 可 视 化 . 


图 21 立方 体 的 典型 表示 法 ,中 把 两 个 全 等 正方 形 用 边 联结 起 来 .这 种 表 
示 法 脱离 更 实 , 因 为 没有 立方 体 轩 起 来 这 样 . 


在 大 多 数 书 中 表示 一 个 立方 体 的 方法 是 画 出 一 个 正方 形 ， 
然后 沿 着 一 条 斜 轴 ( 通 常 45° 倾 斜 ) 把 它 平移 ,最 后 把 对 应 点 连 
接 起 来 (图 21) .虽然 这 是 一 个 延明 立方 体 的 结构 完全 合理 的 表 
象 ,但 没有 一 个 立方 体 厦 起 来 真正 有 这 种 形象 .不 论 我 们 什么 时 
邮 观 看 立方 体 ,要 使 一 个 表面 看 来 是 正方 形 ,我 们 必须 直接 面 对 
这 个 表面 看 ,而 在 这 种 情况 下 ,背面 的 表面 正好 在 我 们 看 到 表面 


图 22 立方 体 有 两 个 正确 的 表现 , 左 方 由 “ 正 交 ” 投 影 ( 向 下 直 视 } 得 出 , 右 
方 由 前 缩 投影 法 得 出 ， 


的 正 后 方 ,而 不 是 像 在 传统 画 画 中 的 下 在 一 边 .不管 我 们 用 直上 
ATR ERX” 投影, 还 是 按 前 缩 透 视 法 ( 即 背面 看 到 比 正 面 小 ) 
情况 都 是 这 样 ( 图 22) 、 

另 一 种 常用 的 画 法 是 用 “等 距 投 影 ”, 它 把 立方 体 的 三 条 边 . 
用 三 条 等 长 线段 相交 成 120? 来 表示 (图 23) .这 个 方法 的 缺点 是 [28] 
立方 体 有 两 个 顶点 用 同一 点 来 表示 . 


2 e 


图 为 AAS AB — TA Be ERE aT AB 
a TAN, 对 角 在 前 面 角 的 正 后 面 , 从 而 这 种 外 观 只 能 看 到 7 个 
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图 24 emia 左 方 是 平行 透 办 , 右 方 是 单 点 


如 果 我 们 希望 得 到 立方 体 的 更 为 一 般 的 图 象 ,我 们 必须 把 
每 个 面 画 成 一 个 不 是 正方 形 的 平行 四 边 形 (用 平行 投影 ) 或 梯形 
(如 果 用 单 点 透 神 ) (图 24). 平 行 (或 正 交 ) 投 影 特别 容易 画 出 ， 


[29] 因为 一 旦 规定 好 一 角 的 各 边 的 位 置 ,立方 体 的 图 象 就 完全 决定 . 
在 正 交 投 影 之 下 ,立方 体 的 平行 边 在 图 象 中 也 表现 为 平行 边 , 因 
此 ,一 旦 我 们 知道 任何 角 的 三 边 的 位 置 ,我 们 就 能 很 容易 完成 这 
个 图 (图 25) . 


图 25 在 正 交 投影 的 画图 中 ,立方 体 的 平行 线 画 成 纸 面 上 的 平行 线 , 图 中 
立方 体 的 完整 正 交 投影 图 由 任何 角 的 三 条 楼 的 方向 决定 . 


一 旦 我 们 知道 如 何 把 3 维 物体 表现 在 2 维 的 纸 或 者 计算 机 
图 形 学 的 屏幕 上 ,我 们 就 能 进一步 向 远 为 复杂 的 练习 ,例如 画 4 
维 的 立方 体 , 即 所 谓 趣 立 方 体 或 4 扒 立 体 . 许 光学 生 在 科幻 小 说 
或 幻想 文学 作品 中 碰 到 过 4 维 立 方 体 的 想法 ,例如 罗伯特 . 海 因 
A (Robert Heinlein) 的 故事 &…… 他 盖子 一 所 计 昌 的 房子 》10 或 
DAWKA -B (Madeleine L’ Engle KK RAAF) RH 
温 * SER EIS AF (Edwin Abbott Abbott) 的 < 平 国 》.1 

通常 我 们 可 以 通过 沿 着 垂直 于 我 们 的 空间 的 方向 平移 一 个 
通常 的 立方 体 来 造 出 一 个 超 立 方 体 .虽然 我 们 不 能 真正 实施 这 
样 一 个 移动 ,我 们 还 是 能 画 出 一 个 图 象 来 表示 当 这 个 图 象 投 射 
在 平面 上 看 起 来 像 什 么 (图 26) .首先 我 们 画 出 三 条 边 所 决定 的 
立方 体 , 然 后 设 着 第 四 个 方向 平移 该 立方 体 的 一 个 拷贝 ,再 把 对 
应 点 连接 起 来 . 


图 26 在 传统 的 表示 3 维 空间 的 三 线 角 顶 上 加 上 第 四 个 方向 ,就 莫 定 了 画 
4 维 物体 的 基础 , 它 表 示 出 移动 立方 体 成 为 4 维 超 立方 体 的 方向 ， [30] 


同样 的 步 又 使 我 们 能 够 设计 出 4 维 立方 体 的 3 维 模型 一 一 
(正如 上 世纪 由 弗 洛 贝尔 提出 的 ) 使 用 插 上 靖 土 球 的 杆 或 更 现代 
的 材料 像 用 线 编织 在 一 起 的 吸管 ,或 者 某 些 标准 的 建筑 单元 .只 
要 我 们 规定 好 交 于 一 点 的 四 条 边 , 我 们 就 可 以 再 一 次 确定 平行 
投影 的 图 象 (图 27). 


B27 把 立方 体 的 两 个 拷贝 的 对 应 而 点 连接 起 来 形成 完全 的 超 立方 体 . 


正 像 一 个 立方 体 的 前 缩 投影 图 象 是 一 个 正方 形 内 套 一 个 正 
方形 ,并 把 对 应 角 连 接 起 来 , 超 立 方 体 的 前 缩 投影 图 象 看 来 就 像 


“立方 体内 套 立 方 体 "并 把 对 应 角 连 接 起 来 (图 28). 
图 28 超 立 方 体 的 前 缩 投影 图 象 ,可 以 想 乔 为 立方 体内 套 立方 体 ,并 把 对 
[31] 应 角 连 接 起 来 ， 


一 个 立方 体 从 不 同 的 视角 看 是 不 同 的 ,而 球 则 不 同 ,总 是 从 
一 个 圆 盘 ,不管 我 们 怎么 看 它 都 一 样 .如 果 我 们 在 球 上 标记 上 天 
道 , 则 不 同 角度 看 , 它 的 像 是 不 同位 置 的 椭 轩 (图 29) .学 生 们 也 
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图 29 ERS RARE , AER h E EE 


图 3 HHA RIED, CRAM EN 
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需要 觉察 到 画 这 些 基 本 图 形 的 基本 原理 .事实 上 一 个 圆 总 是 看 
起 来 像 一 个 情况 , 它 包括 两 个 极端 的 情形 椭圆 仍 是 圆 或 者 退化 
成 两 重 的 直线 段 .认识 到 这 个 事实 使 我 们 能 更 易于 画 出 更 像 的 
圆柱 和 位 锥 (图 30). 

现代 的 计算 机 能 够 极 快 地 画 出 一 系列 图 象 表 示 转 动 立方 体 
或 超 立 方 体 的 不 同 外 观 ,造成 对 3 维 物 体 的 幻觉 .当今 的 学 生 们 
对 这 个 过 程 非常 熟悉 ,因为 他 们 是 着 随 计算 机 溜 发 的 特殊 效果 
和 电视 商务 一 起 长 大 的 .我 们 可 以 利用 这 种 经 验 教 给 学 生 对 数 
学 形式 有 新 的 认识 . 随 着 互动 程序 变 得 越 来 越 普遍 存在 ,各 个 年 
纪 的 学 生 都 具有 史无前例 的 机 会 来 操纵 和 开发 3 维 及 高 维 中 的 
几何 形式 . 


不 同 维 数 的 坐标 


我 们 能 够 教 给 各 种 程度 学 生 一 种 最 重要 的 观点 是 利用 坐标 
描述 来 确定 位 置 和 发 出 指令 ,在 小 孩 成 长 的 每 一 阶段 都 能 提供 
坐标 的 例子 .为 了 发 展 对 不 同 坐标 维 数 的 理解 ,没有 更 好 的 方 32] 
法 .你 不 必 在 进 人 第 2 维 然后 第 3 维 (及 更 高 维 ) 之 前 ,完全 学 会 
第 上 维 . 在 任何 时 候 都 存在 机 会 吸引 你 从 维 数 的 观点 来 考察 坐 
标 :我们 只 需要 让 学 生 党 察 到 他 们 正在 看 的 东西 .虽然 总 是 存在 
不 同 维 数 的 经 验 ,对 于 我 们 当前 的 分 析 来 讲 , 按 照 坐 标的 数目 来 
区 别 开 现 象 是 很 有 用 的 .对 于 不 同 的 现象 ,为 了 确定 位 置 或 者 发 
出 指令 ,需要 不 同 数目 的 坐标 ， 


数 、 直 线 和 图 


小 防 甚 至 在 很 小 很 小 时 都 能 理解 地 址 的 意义 ,每 个 人 都 情 
得 通过 街道 地 址 找到 特殊 地 点 所 使 用 的 通常 算法 : 先 到 这 条 街 
TE ,然后 找到 某 建筑 物 的 号 冯 . 假 如 这 建筑 物 正好 是 你 要 找 的 ， 
那 就 行 了 ,假如 不 是 , 那 你 就 跟 到 附近 的 建筑 物 ,看 一 下 它 的 号 
码 ,假如 这 个 号 码 接近 于 你 要 找 的 , 那 你 就 洪 着 这 个 方向 继续 找 
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下 去 ;如 果 号 码 相差 更 远 , 那 你 就 得 回 过 头 语 着 反方 向 去 找 ,一 
直到 你 找到 你 要 找 的 门牌 号 码 才 停 下 来 . 

即使 对 这 种 简单 算法 的 讨论 也 能 说 明 许 多 重要 事项 .我 们 
通过 一 个 特殊 的 数 来 确认 一 个 位 置 .我 们 沿 着 某 一 方向 或 另 一 
方向 在 1 维 道路 上 移动 ,从 一 个 位 置 到 另 一 个 位 置 .在 理解 这 个 
基本 步骤 之 后 ,我 们 可 以 加 进 一 些 更 为 细致 的 内 容 .例如 ,这 个 
地 址 是 在 街道 的 单 号 一 边 还 是 双 号 一 边 , 另 一 种 更 精细 的 内 容 
是 估计 为 了 从 一 个 地 点 到 另 一 地 点 ,我 们 必须 走 多 少 距 离 ,而 这 
点 就 引导 出 减法 的 几何 解释 以 及 绝对 值 的 概念 . 

一 开始 我 们 可 以 在 有 正 数 地 址 的 数 直 线 上 或 者 在 真正 街道 
士 通 过 寻找 号 码 进行 实地 操作 ,后 来 同样 概念 可 以 用 于 具有 负 
值 的 标 度 . 例 如 温度 ,把 温度 计 的 垂直 放置 就 是 强调 其 方向 性 . 
“ 当 温 度 从 的 " 变 到 40° 时 会 出 现 什 么 情形 ?”“ 它 下 降 了 25°.” 
际 上 远 在 引进 带 符号 的 数 之 前 ,我 们 已 经 有 这 种 观察 了 . 

许多 城市 的 街道 图 都 使 用 有 方向 性 的 地 址 (例如 纽约 市 , 既 
AAR 42 街 也 有 西 所 街 ). 在 这 种 情形 下 ,从 地 址 的 知识 找 出 建 
筑 物 的 算法 稍 有 不 同 ,可 是 依然 很 容易 能 在 小 学 水 平 来 讨论 .在 
同一 边 两 个 地 址 之 间 的 距离 还 是 照 通 常 的 方式 决定 ,而 不 同 边 
的 两 个 地 址 的 臣 离 则 是 其 地 址 之 和 .这 句 话 用 不 著 死 记 硬 背 ! 
带 正 负 号 的 数 也 不 一 定 很 神秘 ， 

同样 的 1 维 算法 ,对 拨 好 钟表 也 适用 .不 管 它 是 普通 表 还 是 
MER, 它 只 依赖 于 它 是 否 既 可 以 前 进 ,又 可 以 倒退 . 拨 好 钟表 
和 找 一 个 街道 佳 址 稍 有 不 同 , 即 使 这 条 街道 恋 弯 曲 曲 , 只 要 不 能 
回 到 原 地 就 行 .但 是 在 一 个 圆圈 上 确定 一 个 特殊 的 地 址 和 所 好 
钟表 问题 很 类 似 , 你 可 以 沿 任何 方向 走 ,最 终 都 可 达到 你 的 目 
的 ,当然 一 个 方向 可 能 比 另 一 方向 容易 得 多 . 

在 一 个 圆圈 上 确定 一 个 地 点 的 战略 决策 问题 是 一 种 多 步 问 
题 的 良好 例子 . 对 这 类 问题 学 生 应 该 学 会 去 解决 . 在 这 个 例子 
中 正如 其 他 许多 例子 中 一 样 ， 并 没有 单一 的 解答 一 一 可 以 有 多 
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种 战略 得 到 同一 结果 人 们 面 对 这 种 局 势 首先 必须 决定 有 哪些 


选择 ， 然 后 再 决定 每 一 种 选择 有 什么 优越 性 ， 不 难 理解 极 小 化 
努力 的 目标 ， 这 比 把 用 线 或 其 他 量 来 度量 的 成 本 极 小 化 还 雁 
易 
在 1 维 的 例子 中 ,确定 托 何 点 的 位 置 只 需要 一 个 数 . 从 一 个 

位 置 移动 到 另 一 个 位 置 的 方向 也 是 1 维 的 :向 右 走 三 个 住宅 "， 
“PARTE SE 5 圈 ",“ 沿 圆周 走 到 对 顶点 的 半路 ”" ,这 最 后 一 种 指示 
依赖 于 图 的 大 小 ,可 以 作为 理解 角度 测量 的 入 门 . 

拨 好 钟表 ,不 论 是 普通 表 还 是 数字 表 ,都 给 “全 景 "提供 一 个 
极 好 倒 证 ,这 个 现象 也 可 以 在 线性 标 度 上 看 出 .例如 .在 许多 汽 
车 收音 机 的 波段 开关 中 ,许多 模拟 仪表 活动 的 指针 到 极 左 方 或 
极 右 方 就 停 下 来 ,而 在 数字 式 仪表 中 ,指针 只 是 从 最 高 值 降 到 最 
RE . 接 寻 一 个 特殊 的 无 线 电 台 , 随 着 无 线 电波 段 开关 种 类 的 不 
同 , 于 是 面临 两 个 不 同 的 问题 . 

刻度 的 维 数 是 一 个 重要 的 概念 , 它 在 数学 中 以 及 在 科学 中 
都 一 而 再 .再 而 三 地 出 现 . 当 学 生 对 他 们 所 用 的 这 些 种 数 越 来 越 
复杂 时 ,他 们 就 能 在 数 直 线 和 数 辆 中 引进 分 数 或 者 小 数 ,在 城区 
沿 着 道路 确定 电话 线 杆 的 位 置 ,要 求 一 种 不 同 的 地 址 , 即 用 分 数 
或 实数 表示 真正 的 距离 ,这 些 数 更 加 复杂 ,但 是 确定 它 的 步骤 还 
是 一 样 的 . 

在 1 维 世界 中 确定 对 象 或 地 址 的 位 置 可 以 用 两 分 算法 (或 
者 把 每 个 区 间 分 成 十 份 的 算法 ) .例如 它 与 寻找 电话 号 码 的 有 用 
的 信息 技术 有 关 . 首 先 你 试看 把 你 的 问题 分 成 两 部 分 一 一 或 者 
打开 电话 号 码 本 或 者 挑 出 一 个 数 , 然 后 把 体 猜 的 数 用 你 所 要 的 
数 敌 一 次 比较 后 ,再 猜 一 次 它 在 哪 一 部 分 (是 在 你 猜 的 数 上 面 或 
者 下 面 ) ,然后 继续 下 去 直到 你 找到 为 止 . 

我 们 还 可 以 用 同样 的 方案 来 求 出 正方 形 对 角 线 长 度 的 "地 
址 ” ,而 不 必 求 助 于 具有 平方 根 键 的 计算 器 ., 求 与 一 个 分 数 相等 
的 小 数 问题 可 以 看 成 一 种 更 复杂 的 1 维 地 址 问题 .假如 你 要 求 


[34] 


芦 ,我 们 可 以 用 17 乘 上 不 同 的 小 数 ,看 看 是 否 乘积 大 于 或 者 小 
于 3, 所 有 小 数 都 可 以 放 人 一 个 或 者 另 一 个 范畴 , 它 从 来 不 正好 
等 于 姜 . 但 另 一 方面 ,对 攻 , 正 好 有 一 个 小 数 等 于 它 ,因此 在 十 进 
直线 上 ,这 个 问题 正好 有 一 个 固定 的 位 置 是 它 的 解 ， 
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1 维 现象 的 基本 几何 问题 就 是 沿 着 一 条 道路 确定 距离 . 关 
键 的 例子 包括 计算 或 比较 曲线 和 多 面体 的 局 长 .有 一 个 几何 数 
一 一 "每 一 个 学 生 都 应 该 学 会 理解 . 

尽管 x 有 普遍 意义 ,可 是 当 你 问 x 是 什么 时 ,大 多 数 人 都 不 


知道 如 何 回答 ,大 多 数 普通 人 以 数 信 信 计 来 回答 ,3.1416 RZ, 
也 不 知道 在 这 两 种 情形 下 ,这 个 近似 值 是 太 大 还 是 太 小 .数学 家 
用 几何 性 质 来 定义 ,通常 讲 起 来 像 * 一 个 辆 的 周 长 与 直径 之 
比 "或 “ 圆 盘 面积 与 边 长 等 于 半径 的 正方 形 面 积 之 比 " ,当然 ,两 
个 比值 相等 这 个 事实 是 数学 中 的 一 个 主要 问题 .从 对 * 的 估计 
不 断 的 讨论 ,我 们 得 出 大 量 的 里 程 ,从 幼儿 园 的 孩子 认识 到 一 要 
带子 围 着 一 个 议 子 的 长 度 是 模 跨 项 盖 的 三 倍 多 一 点 ,一 直到 大 
学 第 二 学 期 微 积分 课 上 学 习 弧 长 的 积分 . 

求 圆 的 圆周 是 一 个 1 维 问题 ,因此 它 的 答案 应 该 在 数 直线 
上 有 一 个 代表 .可 是 这 代表 点 在 哪里 ,我 们 如 何 判定 给 定 一 个 数 
是 比 这 个 长 度 大 还 是 小 ? 在 讨论 这 些 问题 时 , 同 外 接 的 或 内 接 
的 多 边 形 周 长 进 行 比较 是 一 个 有 效 的 战略 .虽然 这 种 比较 并 不 


能 精密 地 定 出 的 值 ,但 它 的 确 可 以 令 人 信服 地 证 明 学 比 * 是 


[35] 稍 大 一 点 还 是 稍 小 一 点 . 
某 些 计数 游戏 对 于 发 展 小 孩 的 代数 量 的 算术 能 力 特别 重 
要 .学 生 可 以 选取 指令 卡 ,比如 说 “前 进 两 格 "或 “后 退 三 格 "(F2 


或 B3) ,然后 他 们 可 以 实施 这 些 指令 .然后 我 们 就 要 他 们 用 这 两 
张 牌 换 一 张 也 能 完成 同样 效果 揭牌 .在 考虑 二 次 或 三 次 帕 时 ,他 
们 就 获得 用 一 个 正 数 乘 一 个 有 符号 的 数 的 经 验 .游戏 的 花样 很 
多. 一 手 向 上 走 三 张 B4 牌 等 于 向 上 走 一 张 B12 牌 ,向 下 走 三 张 
B4 牌 等 于 向 上 走 一 张 F12. 我 们 可 以 引进 符号 :P3B4 = “向 下 走 
3 张 B4 牌 " , 它 等 于 T3F4 = “向 上 走 3 张 F4 牌 ”, 同 样 PB5 = 
TFS, PF2 = TB2, 这 产生 一 个 完全 的 交易 代数 . 

有 正 负 号 的 数 的 教学 上 的 麻烦 是 我 们 既 用 它们 确定 位 置 又 用 
它们 进行 运算 .最 先 碰 到 的 绊脚石 就 是 “ 负 科 负 得 正 * 这 个 规则 , 它 
使 许多 学 生 相信 ,数学 意味 着 死记 ,而 不 是 合理 思维 . 玩 计数 游戏 取 
得 适当 经 验 可 以 玫 助 学 生 恢 复 对 于 鱼 数 规则 的 直觉 .用 棋盘 的 游戏 
可 以 帮助 学 生 认识 到 记分 的 价值 ,首先 表现 在 简单 的 加 法 上 (特别 
是 当 运 动 依 赖 于 一 对 佣 子 的 箭头 指向 ) ,后 来 表现 在 更 复杂 的 游戏 
上 ,其 中 得 分 数 可 以 是 正 或 负 ,一 般 来 说 ,得 分 经 验 是 1 维 的 . 
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学 习 如 何 引 导 别 人 从 学 校 的 一 处 到 另 一 处 或 者 描述 学 校 的 周围 
环境 .虽然 在 一 个 现实 的 市 镇 中 ,从 一 个 街道 住址 到 另 一 个 住址 
的 算法 可 能 十 分 复杂 ,但 理想 的 市 镇 可 能 有 一 个 比较 简单 的 结 
构 . 我 们 可 以 想象 一 申 虚 拟 的 市 镇 具有 不 同 的 维 数 性 质 一 一 一 
个 边境 市 镇 全 都 沿 着 一 条 街 向 外 伸展 或 者 在 一 个 长 方形 地 区 设 
主 一 个 村 庄 ,一 个 模式 村 庄 可 以 激发 许多 讨论 ,孩子 们 设计 他 们 
自己 的 市 镇 的 坐标 方 格 可 允许 更 多 的 变化 . 

不 论 街道 如 何 命名 ,我 们 都 可 以 在 方 格 上 指明 方向 ,只 须 说 
“向 右 走 两 个 街区 ,然后 向 左 转 走 三 个 街区 ”, 对 于 具有 消 楚 方 疝 
感 的 人 来 讲 , 这 个 指示 可 以 变 成 ;向 东 走 两 个 街区 ,然后 向 北 走 
三 个 街区 ”. 头 一 个 指示 依赖 于 行人 所 面 对 的 方向 ,第 二 个 指示 


则 不 依赖 .假如 一 个 村 庄 的 地 图 挂 在 墙 上 ,我们 可 以 用 自然 的 坐 [36] 


HHA: “向 右 两 街区 ,向 上 三 个 街区 ”. 某 两 个 指示 于 是 可 结合 
在 一 起 ;“ 向 左 2, 然 后 向 上 3”" 和 “向 左 3, 然 后 向 下 5”, 结 合 在 一 
起 成 为 “向 左 5 然后 向 下 2” ,用 有 牌 来 玩 这 个 游戏 ,可 以 很 容易 引 
进 有 序数 对 的 加 法 运算 ,甚至 于 用 正 整数 乘 有 序数 对 的 运算 . 假 
如 我 们 引进 “ 拉 下 ”和 “ 提 上 "的 运算 ,我 们 就 能 把 有 正 负 号 的 数 
的 1 维 代数 扩张 成 2 维 量 的 代数 . 

注意 这 个 指令 代数 并 不 要 求 使 用 平面 的 坐标 .假如 地 址 用 
街道 数 或 罗盘 方向 来 表示 ,还 具有 附加 的 价值 .其 中 之 一 就 是 避 
免 由 负 效 引起 的 麻烦 .从 下 3N4 走 到 E7N2 就 要 求 一 步 E482. 这 
种 常识 的 方法 和 代数 命题 {7,2) - (3,4) = [4, -2) 之 间 的 对 应 
关系 是 非常 重要 的 , 它 只 有 在 学 生 的 数学 教育 的 较 晚 阶段 才 出 
现 , 有 许多 人 让 负数 摘 糊 涂 了 ,他 们 本 不 应 这 样 . 

“出 租车 几何 "对 于 方向 的 指令 提供 一 个 有 效 的 变化 ,学 生 
扮演 调度 人 员 的 角色 ,他 告诉 司机 如 何 从 一 个 地 点 到 另 一 个 . 
“只 要 向 北 过 三 条 街 然 后 向 西 过 两 条 道 " 就 是 这 样 一 个 方向 . 指 
令 的 有 效 性 以 及 出 租车 公司 的 利润 依赖 于 许多 因素 , 例如 单行 
线 , 光 通 事故 和 车 辆 堵塞 等 .我 们 很 容易 想象 以 现实 城市 交通 状 
况 为 模型 的 棋盘 游戏 ,使 得 学 生 习 惯 两 坐标 指令 集 的 思想 . 

地 球 表 面 是 另 一 个 2 维 对 象 的 熟知 例子 ,虽说 它 存在 于 3 
维 空 间 中 ,为 了 确定 任何 地 点 ,我 们 只 需要 两 个 数 一 一 经 度 和 纬 
度 . 船 的 调度 大 员 可 以 给 出 指示 向 正 东 航行 10 ERS aE 
北 5 英 里 .在 地 球 表面 上 (而 不 是 在 平坦 平面 上 ), 这 些 操 作 顺 序 
可 能 造成 一 个 差别 : 先 向 正 北航 行 5 英里 ,然后 向 正 东 行 10 英 
里 后 船 到 达 一 个 不 同 的 位 置 ! 这 个 差 的 大 小 是 曲率 的 -一 种 固有 
的 指示 物 . 

在 教 几何 学 时 ,我 们 不 应 忘记 互动 计算 机 游戏 .今天 的 学 生 
自然 认为 ,可 以 通过 推 下 按钮 .旋转 表盘 或 者 旋转 操纵 杆 来 处 理 
2 维 屏 莫 上 的 图 象 , 像 LOGO 这 样 的 程序 给 学 生 提 供 经 验 ,能 给 
出 简单 的 几何 指令 在 屏幕 上 移动 点 和 对 象 , 这 就 给 数学 教师 一 


个 机 会 来 引进 任何 数量 的 重要 概念 ,包括 作出 正 多 边 形 或 星 形 
多 边 形 的 重复 操作 或 画 出 分 形 或 填 满 空间 的 曲线 的 递归 过 程 ， 

许多 计算 机 游戏 使 用 全 景 屏幕 , 它 在 不 同 的 2 维 几何 中 引 
进 有 趣 的 想法 .往往 我 们 引导 一 点 从 计算 机 屏幕 左边 出 去 时 , 它 
又 出 现在 右边 的 相同 高 度 的 位 置 上 . 这 个 与 无 线 电 十 进 的 刻 产 
盘 的 现象 类 似 , 它 可 以 看 成 在 一 个 圆周 上 操作 .一 个 线段 把 两 个 
端点 看 成 同一 后 可 以 当 一 个 圆周 来 看 待 .类 似 ,如 果 我 们 把 计算 
机 屏幕 的 左边 的 各 点 同 对 应 右边 的 点 想 成 是 同一 点 ,那么 我 们 
处 理 的 就 不 是 一 个 平 的 长 方形 ,而 是 一 个 圆柱 面 ， 

但 是 还 可 以 出 现 更 多 情形 .常常 出 现 这 种 情况 ,一 个 点 从 屏 
幕 项 部 出 去 ,又 在 底部 对 应 位 置 重新 出 现 , 我 们 把 顶部 和 底部 看 
成 同一 ,就 得 到 一 个 圆柱 面 .这 样 我 们 得 到 一 个 图 形 像 一 个 内 
管 ,数学 家 称 为 环 面 .从 某 些 方面 来 看 , 环 面 的 几何 很 像 平面 的 


图 31 环 面 是 炸 圈 表面 的 数学 名 称 , 它 是 一 个 2 维 曲面 ,其 中 两 条 封闭 曲 
线 可 能 只 相交 于 一 点 ,并 且 有 可 能 一 条 封闭 曲线 并 不 把 其 内 部 与 
外 部 相 分 离 . 
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多 何 , 但 是 在 其 他 方面 它 却 十 分 不 同 .在 平面 上 ,任何 不 与 自身 


相交 的 多 边 形 把 平面 分 成 两 块 .但 是 如 果 把 封闭 多 边 形 放 在 环 
面 上 围绕 它 的 醒 部 , 则 它 不 把 环 面 分 成 两 块 : 它 的 内 部 与 外 部 完 
全 一 样 .与 这 个 现象 有 关 的 是 这 样 一 个 事实 ;在 环 面 上 我 们 可 以 
找到 商 条 封闭 曲线 只 相交 于 一 点 上 {图 31), 而 平面 上 两 条 封闭 
如 相交 (不 只 是 相 切 ), 则 相交 于 偶数 个 点 , 环 面 在 许多 方面 是 一 
个 不 同 寻常 的 对 象 ,对 记录 一 对 圆 上 的 数 十 分 理想 . 


3 维 空 间 


从 2 维 到 3 维 只 有 一 小 步 ,我 们 可 以 从 2 维 乡 村 设计 图 过 
渡 到 一 个 城市 模型 ,其 中 每 个 地 点 以 及 格子 上 每 个 位 置 都 有 一 
个 高 度 . 我 们 能 在 出 租 夺 几何 上 增加 电梯 几何 ,我 们 用 3 个 数 指 
定 一 个 位 置 .例如 E3N4U9, 指 在 E3N4 的 地 点 上 ,一 个 楼 的 第 9 
层 ,然后 我 们 可 以 决定 一 个 算法 从 这 个 地 点 到 达 EINQUS .注意 
在 这 种 特殊 的 几何 中 ,我 们 在 哪个 方向 上 移动 有 很 大 不 同 ,通常 
的 算法 是 D9E4S2U5 .开始 用 D4, 你 倒是 到 了 正确 的 楼 层 , 可 是 
楼 却 不 对 ! 这 种 情形 与 在 儿童 攀缘 游戏 立体 构架 上 玩 的 游戏 不 
A , 它 的 指令 就 是 通过 向 左 向 右 、 向 前 向 后 .向 上 向 下 移动 一 定 
的 距离 就 可 以 从 一 个 位 置 移 到 另 一 位 置 .在 这 种 情形 下 ,我 们 可 
以 按 任何 次 序 来 执行 指令 

URES EB ULAR EMRE TE 
确定 它 的 位 置 ,我 们 就 得 到 另 一 种 3 维 几何 学 ,我 们 指示 给 定位 
置 的 3 个 数 的 顺序 或 者 从 一 点 到 另 一 点 的 3 个 方向 的 闫 序 ,都 
再 一 次 使 得 得 出 的 结果 有 所 不 同 . 


LE 


学 生 们 在 讨论 平面 的 坐标 对 和 3 维 空间 的 坐标 3 数组 所 积 
累 的 直觉 经 验 自然 导向 高 维 的 坐标 几何 .对 于 2 维和 3 维 的 完 
全 理解 提供 了 一 个 重要 的 基础 ,使 得 在 科学 和 工程 ,在 经 济 学 和 


社会 科学 中 ,特别 是 在 计算 机 科学 和 图 形 学 中 WT BAS 
代数 进行 有 力 的 推广 .下 面 我 们 用 两 个 例子 来 说 明 这 个 过 程 ， 
一 个 正方 形 的 顶点 可 用 4 点 (0,0), (1,0), 1, DAO, 1) 
示 .为 了 得 到 一 个 立方 体 的 顶点 ,我 们 可 以 取 一 个 正方 形 的 顶 
点 ,使 其 第 三 个 坐标 为 0, 然 后 把 这 个 正方 形 沿 第 三 个 方向 移动 
一 个 单位 ,得 出 另外 4 个 顶点 ,它们 的 最 后 的 坐标 都 是 1: 
(0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0), 
(0,0,1),€1,0,1),€1,1,1),(0,1,1). [39] 
这 样 我 们 就 可 以 把 正方 形 或 立方 体 描 写 为 其 顶点 的 坐标 不 是 0 
就 是 1. 
这 个 过 程 自动 地 推广 :为 了 得 出 超 立方 体 的 顶点 ,我 们 先 从 
一 个 立方 体 的 8 个 顶点 把 它 最 后 一 个 坐标 设置 为 0, 然 后 “把 立 
方 体 沿 着 第 4 个 方向 移动 ”, 得 出 另外 8 个 点 ,其 最 后 坐标 均 为 
i: 
(0,0,0,0),¢1,0,0,0},(1,1,0,0),(0,1,0,0), 
(0,0,1,0),¢1,0,1,0),€1,1,1,0),(0,1,1,0), 
(0,0,0,1),(1,0,0,1},€1,1,0,1},(0,1,0,1), 
(0,0,1,1),(1,0,1,1),€1,1,1,.1),(0,1,1,5). 
这 样 我 们 就 得 到 一 个 超 立方 体 的 16 个 项 点 ,其 4 个 坐标 的 每 一 
个 都 是 0 或 1. 正 是 这 种 表示 在 同 计算 机 通讯 时 是 最 为 理想 的 . 
能 够 进行 极 好 地 推广 的 第 二 个 题目 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 .如 
果 我 们 把 这 个 定理 看 成 计算 具有 已 知 边 的 长 方形 的 对 角 线 长 度 
的 方法 , 那 我 们 马上 就 可 以 推广 到 3 维 : 给 定 一 个 立方 体 以 长 方 
形 为 边界 ,首先 把 这 个 定理 应 用 在 一 个 边界 面 上 ,然后 再 把 它 应 
用 在 由 第 一 条 对 角 线 上 立 起 的 长 方形 上 (图 32). 我 们 不 难看 
出 ,e?= e*+ d?=¢7 + (a? + b?) AEL a,b,c 为 边 的 长 方形 
棱柱 的 对 角 线 的 长 度 是 az +57+ cc. 建 立 这 种 模式 之 后 , 几 平 
可 以 马上 得 出 4 维 空间 的 距离 公式 ,于 是 学 生 能 计算 具有 0,1 
坐标 的 超 立 方 体 的 对 角 线 长 度 .结果 4 维 立方 体 的 主 对 角 线 [40] 


一 一 例如 从 (0,0,0,0) 到 (1,1,1,1) 一 -的 长 度 为 /4 =2, 正 好 等 
于 边 长 的 两 倍 . 


32 通过 把 它 应 用 到 长 方 富 子 中 两 个 长 方形 上 ,把 毕 达 委 拉 新 定理 推 
广 到 3 AE. 


位 形 空 间 


在 通常 1 维 、2 维 和 3 维 空间 中 ,用 坐标 描写 在 确定 位 置 和 
方向 上 非常 有 用 ,对 于 需要 超过 3 个 数 来 确定 的 现象 ,坐标 的 描 
写 也 同样 行 得 通 . 探 查 性 的 数据 分 析 是 一 种 讨论 数据 表示 的 统 
计 技 术 , 是 维 数 在 当前 研究 中 最 重要 的 应 用 之 一 .使 多 维 数据 集 
合 可 视 化 并 加 以 解释 的 能 力 是 我 们 在 这 个 现代 时 期 能 够 赠 给 我 
们 的 学 生 一 种 最 好 的 礼物 . 

高 维 现象 中 一 些 最 有 用 和 有 趣 的 例子 发 生 在 位 形 空间 中 , 它 
是 一 种 表示 自然 界 运动 的 某 种 结构 的 几何 对 象 的 集合 .我 们 最 熟 
知 的 空间 是 直线 上 的 1 维 点 集 , 平 面 上 的 2 维 点 集 和 空间 中 的 3 
维 点 集 ,但 是 我 们 也 能 考虑 平面 上 直线 的 集合 和 空间 中 平面 的 集 
合 ,平面 上 所 有 可 能 的 圆 的 集合 或 者 空间 中 球 的 集合 .我 们 可 以 
用 儿 个 导致 高 维 位 形 空间 的 现 针 的 例子 来 说 明 这 个 过 程 ， 

考虑 下 面 (这 种 稍微 不 太 现 实 的 ) 情 形 :我 们 当地 剧院 负责 
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籽 光 的 主管 ,必须 安排 一 组 光线 照 在 舞台 上 ,使 得 在 某 个 时 间 照 
在 某 一 块 地 板 上 .在 表演 过 程 中 有 时 还 要 使 光 点 的 大 小 有 变化 ， 
有 时 又 要 求 一 个 彩色 照明 圈 包 含 在 另 一 个 彩色 照明 圈 之 中 .她 
怎么 能 描记 所 有 这 些 照明 图 并 且 进 而 设计 光 的 方向 使 得 助手 能 
加 以 实现 ? 

在 这 个 特殊 的 剧院 中 ,光线 全 都 具有 相同 的 形式 .通过 电线 
把 一 个 灯泡 从 天 花 板 上 悬挂 着 ,圆锥 形 的 灯 畦 使 得 光线 照 在 地 
板 上 形成 一 个 照明 图. 假如 灯罩 的 边 向 下 成 45?" 角 OB A BEB R 
的 半径 就 等 于 灯泡 看 地 面 的 高 度 ( 图 33) .这 就 使 得 灯光 主管 很 
容易 确定 任何 灯光 的 位 置 ,因为 她 只 需 用 戏剧 导演 给 她 指令 的 
同样 的 坐标 就 可 以 指出 光圈 中 心 的 位 置 .这 用 两 个 坐标 , 忆 灯 光 
主管 还 需要 另 一 个 数 来 表示 照明 圈 的 半径 .她 也 可 以 用 另 一 种 
方法 , 即 确定 灯泡 离 地 面 的 高 度 , 因 为 在 这 种 理想 化 的 情况 下 ， 
这 两 个 数 相 等 .所 以 任何 一 个 光圈 能 够 用 3 个 坐标 来 表示 ,前 两 [41] 
个 坐标 表示 中 心 的 位 置 ,第 三 个 坐标 表示 照明 图 的 半径 (或 者 在 
我 们 这 种 特殊 情形 下 的 高 度 ). 


图 33 一 个 光 点 具有 45* 角 的 灯 晶 将 照 亮 舞台 地 板 的 一 个 照明 圈 , 其 半径 
等 于 灯光 离 舞台 的 高 度 . 


这 样 ,我 们 看 出 平面 上 圆圈 的 集合 是 3 维 的 ,这 个 集合 是 位 
形 空间 的 例子 ,每 个 圆圈 表示 光 图 的 位 形 空 间 中 的 一 个 元 素 .这 
样 ,我 们 可 以 利用 其 3 维 性 作为 一 种 记录 方式 ,只 需要 用 三 个 坐 
标 就 能 记录 每 个 照明 轿 的 位 置 ,例如 (6,8,5) 表 示 中 心 在 地 板 上 


[42] 


(5,8) 位 置 的 ,半径 (或 高 度 ) 为 5 的 照明 图 . 

把 这 个 集合 称 为 空间 表示 它 的 意义 超出 仅仅 是 为 了 记录 方 
恒 . 它 还 表示 ,坐标 的 算术 反映 出 光线 的 儿 和 何 学 .例如 ,坐标 为 
《6,8,5) 的 照明 图 照 在 舞台 上 ,而 光 (6,4,5) 则 照 到 前 合 . 不 难 定 
出 一 个 规则 来 表示 ,什么 时 候 光 线 离 开 舞 台 的 前 沿 , 即 第 二 个 坐 
标 大 于 第 三 个 坐标 . 

灯光 主管 所 面 对 的 更 复杂 的 问题 也 能 通过 坐标 来 解决 . 例 
如 ,什么 时 候 一 个 照明 园 完 全 同 另 一 个 照明 圈 分 开 ? 用 普通 话 
来 讲 , 这 种 情况 出 现在 由 前 面 两 个 坐标 给 出 的 平面 上 两 点 的 距 
离 大 于 第 三 个 坐标 之 和 时 ,用 符号 表示 ,这 个 条 件 可 表示 为 

(x -x +{(y—y) >r+r. 

在 这 个 位 形 空间 中 ,三 个 坐标 并 不 起 同样 的 作用 ,因此 , 虽 
然 位 形 空间 的 几何 是 3 维 的 ,但 它 对 待 最 后 的 坐标 与 前 两 个 坐 
标 有 所 不 同 . 它 不 等 同 于 通常 3 维 空间 的 几何 学 ,其 中 , 毕 氏 定 
理 对 待 三 个 坐标 一 视 同 仁 . 位 形 空间 的 一 个 重要 方面 是 它们 上 
有 特殊 的 对 称 性 . 


第 4 维 


每 个 人 或 早 或 晚 都 会 听 说 过 ,时 间 是 第 4 维 , 不 过 ,这 种 思 
想 限 制 维 数 性 的 概念 . 早 在 于 个 世纪 ,作家 们 已 经 认识 到 ,在 许 
多 情况 下 ,时间 可 以 看 成 某 种 第 4 (BP A ERIKA 4 维 起 
什么 特殊 作用 . 当 物 理学 家 ,特别 是 相对 论 物理 学 家 ,通过 给 出 
三 个 空间 坐标 和 一 个 时 间 坐 标 来 确定 一 个 事件 时 ,他 们 就 使 用 
4 维 位 形 空间 .这 个 空间 有 其 自己 的 几何 学 ,与 4 维 欧 几 里 得 空 
间 几 何 学 不 同 .在 欧 氏 空间 中 ,距离 出 广义 毕 氏 定理 给 出 ,而 在 
相对 论 中 ,两 个 事件 之 间 的 叱 离 由 表达 式 
给 出 ,其 中 时 间 是 通过 与 光速 有 关 的 单位 来 测量 . 


照明 图 的 3 维 位 形 空间 为 给 分 子 建 模 的 4 维 空间 提供 了 一 
个 有 用 的 类 比 .组 成 分 子 的 原子 可 以 用 不 同 半径 的 小 球 来 表示 . 
描述 一 个 特殊 的 分 子 就 好 比 描记 舞台 灯光 一 样 ,可 用 一 张 在 不 
同位 置 的 不 同 大 小 的 球 的 表 . 每 个 球 需 要 三 个 坐标 来 确定 它 的 
球 心 ,还 有 一 个 坐标 确定 它 的 半径 .这 样 ,原子 的 位 形 空间 是 4 
维 的 ,而 一 个 分 子 就 是 排列 成 特殊 方式 的 这 种 原子 的 集合 ， 

利用 位 形 空间 的 语言 ,我们 可 以 向 一 台 计 算 机 描述 一 个 分 
于 ,并 要 求 它 展示 不 同 的 外 观 . 如 果 我 们 要 计算 机 验证 两 个 原子 
不 相交 ,这 就 涉及 四 个 坐标 的 代数 条 件 , 即 

(x x Pa ly —y' + P-lr+tr' >O. 
这 个 位 形 空间 的 几何 学 更 接近 于 相对 论 的 几何 学 ,而 与 通常 的 
4 维 欧 氏 几 何 学 不 同 .有趣 的 是 , 正 是 这 类 问题 (避免 相交 ) 出 现 
在 机 器 人 科学 中 ,其 中 用 大 量 坐 标 来 措 记 在 高 维 的 位 形 空间 中 
运动 的 物体 . 

如 果 在 我 们 的 舞台 上 每 个 光束 都 有 变阻器 控制 照明 圈 的 电 
流 , 从 而 控制 它 的 亮 记 .如 果 在 照明 圈 的 坐标 中 再 加 上 亮度 , 那 
么 位 形 空 间 就 成 4 维 的 .假如 我 们 想 同 样 再 记录 每 个 照明 圈 的 
颜色 ,那么 维 数 再 次 升 高 .规定 颜色 要 求 再 加 三 个 坐标 表示 红 、 
RSET RA RBH BOF ICR NAB 
和 和 度 和 色 值 或 相对 数量 .灯光 主管 现在 对 每 个 照明 图 有 了 七 个 
坐标 :两 个 表示 地 板 位 置 ,一 个 表示 半径 ,一 个 表示 亮度 ,三 个 表 
示 颜 色 .由 此 可 以 看 出 ,甚至 一 个 简单 的 例子 能 够 导出 高 维 的 位 
形 空间 . 

相对 论 物理 开始 于 考虑 4 维 集合 ,三 个 空间 维 数 和 一 个 时 
间 维 数 .更 现代 的 物理 学 变 得 越 来 越 复杂 . 当前 有 的 异型 记录 七 
个 类 似 空间 的 维 数 和 四 个 类 似 时 间 的 维 数 ,得 出 11 维 的 位 形 空 
间 . 务 外 一 个 重要 的 模型 用 26 维 的 位 形 空 间 . 在 每 一 种 情况 下 ， 
模型 的 选择 在 某 种 程度 上 依 束 于 应 用 于 该 维 数 的 某 种 数学 ,用 
它 有 助 于 描记 高 维 空间 的 事件 之 间 复 杂 的 相互 关系 . 
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静 力 学 和 动力 学 


还 有 另外 一 种 类 型 的 位 形 空 间 , 可 以 从 一 个 小 故事 开始 .为 
了 举办 学 校 蕉 塑 展览 EE A ARRAS 
墙 , 他 们 决定 把 塑料 绳 从 墙 的 左边 拉 到 地 板 上 ,在 展览 前 的 那 一 
周 , 通 过 试 错 法 ,他 们 用 了 20 多 条 绳子 得 出 一 个 满意 的 设计 .在 
展览 之 前 ,他们 不 能 让 绳子 悬 在 那里 ,因此 他 们 必须 找 出 记录 位 
置 的 方法 ,使 得 他 们 以 后 还 能 再 挂 起 来 .他 们 需要 欠 少 数 才 能 确 
定 每 条 强 的 位 置 ? 绳子 的 集合 的 维 数 是 多 少 ? 

不 难看 出 ,这 个 位 形 空 间 的 维 数 是 2: 只 需要 两 个 标记 就 能 
确定 某 一 条 绳 的 位 置 ,一 个 标记 沿 着 地 面 , 另 一 个 标记 在 墙 的 左 
边 上 .例如 , 数 对 (4,3) 就 表示 一 条 连接 地 板 4 RRA Be 
3 英尺 高 的 点 的 绳子 (图 34) ,每 个 数 对 对 应 一 条 绳子 , 数 对 的 集 
合 就 告诉 我 们 所 有 绳子 的 位 置 .甚至 我 们 还 可 能 按照 一 种 特殊 
的 序列 来 记录 这 些 数 对 ,使 得 学 生 在 重新 装 上 这 些 绳子 时 知道 
他 们 遵从 的 顺序 . 


cl. 5) 
(2.4) 
(3.3) 
id. 32) 
15, l} 


图 34 2 维 的 位 形 空间 能 表示 连结 地 面 到 墙 左边 点 的 强 予 的 位 置 . 


从 茶 种 意义 上 来 讲 , 这 种 编码 有 点 像 古 老 的 “ 连 点 "游戏 ,其 


[44] 中 一 个 多 边 形 由 有 序 对 的 某 一 序列 决定 ,从 而 要 面 出 多 边 形 来 


Longs 


就 要 把 点 连接 起 来 .在 我 们 的 雕塑 故事 中 ,基本 的 元 素 不 是 点 而 


是 线段 :通过 形成 强 子 的 序列 ,我 们 再 创造 墙 上 的 雕塑. 

如 果 我 们 增加 位 形 空间 的 维 数 ,我 们 可 以 允许 绳子 的 底 端 
放 在 地 板 的 任何 地 方 ,而 绳子 顶端 仍 在 墙 的 左边 的 某 处 .我 们 仍 
然 需 要 一 个 数 表示 高 度 ,但 是 记录 中 要 求 有 两 个 数 表 示 地 板 的 
坐标 .这 样 , 强 子 的 集合 成 为 3 维 的 ,就 有 更 大 的 可 能 性 出 现 更 
有 趣 的 雕塑 . 

如 果 人 允许 绳子 从 垂直 墙 面 任何 地 方 开始 连 到 地 板 上 任何 地 
方 ,我 们 就 会 实现 一 个 4 维系 统 .例如 ,通过 简单 的 代数 就 能 预 
言 是 否 两 条 绳子 会 相交 .如果 我 们 的 绳子 都 在 墙 面 上 ,它们 通常 
都 会 相交 .如 果 我 们 是 处 于 3 维 的 集合 中 ,这 种 相交 的 情形 就 要 
少见 了 ,而 对 于 空间 中 线段 的 4 维系 统 , 相 交 就 更 加 罕见 .寻求 
对 应 于 通常 空间 的 位 相 线 段 的 位 形 也 很 有 趣 ,在 2 维 位 形 空间 
中 哪些 线段 对 应 于 连接 两 点 的 直线 ? 3 维 集合 中 的 哪些 线段 又 
对 应 于 3 维 空间 的 坐标 平面 ? 像 这 类 问题 在 绳子 雕塑 中 能 够 产 
生 惊 人 的 不 可 预见 的 视觉 效果 . 

当 我 们 考虑 动力 学 问题 时 ,位 形 空 间 的 维 数 更 显得 特别 重 
要 .一 点 在 一 条 直线 上 运动 时 ,我 们 可 以 用 滑 个 数 描写 它 在 任何 
给 定时 间 的 状态 :一 个 数 撒 写 位 置 , 另 一 个 数 撒 写 速度 .加 此 状 
态 空间 是 2 维 的 .一 个 点 按照 已 知 物理 定律 运动 ,例如 一 球 在 弹 
敌 上 下 快速 摆动 ,可 以 用 该 状态 空间 的 一 条 曲线 来 描写 ,同样 ， 
一 个 点 在 圆周 上 运动 ,例如 振 所 ,具有 2 维 状 态 空 间 , 它 给 出 其 
角 位 置 和 角速度 ， 

在 平面 上 运动 的 点 的 状态 空间 是 4 维 的 ,其 中 两 个 表示 位 
置 .另外 两 个 表示 速度 .科学 家 分 析 卫 星 的 运动 必须 用 6 维 空 
间 ,其 中 有 3 个 位 置 坐 标 和 3 个 速度 坐标 .物理 定律 将 把 一 个 系 
统 的 真正 状态 限制 在 更 低 维 的 空间 中 .实际 上 ,科学 家 要 付出 很 
大 努力 去 分 析 这 些 空间 的 形状 .例如 ,两 个 摆 的 运动 对 应 于 4 维 
空间 中 环 面 上 的 一 条 曲线 .研究 这 种 高 维 动力 系统 在 现代 应 用 
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数学 中 是 极为 重要 的 课题 . 
不 同 维 数 的 切片 


当 弗 洛 贝 尔 拿 出 他 的 几何 礼物 时 ,他 并 不 打算 让 它们 显得 
是 静止 的 .他 最 先 拿 出 的 礼物 中 ,有 一 个 是 展示 三 种 基本 的 形 
[46] 体 ,它们 可 以 通过 各 种 方式 用 绳子 悬 吊 起 来 (图 35). 当 这 些 东 
西 转动 起 来 ,孩子 们 就 可 以 从 不 向 的 角度 来 观察 它们 ,最 后 能 够 
对 于 它们 的 对 称 性 和 结构 有 所 认识 . 


图 35 弗 洛 贝尔 的 幼稚 园 中 包括 一 些 基 本 的 形体 ,它们 通过 不 同位 置 的 
PIPL FES, ,然而 从 不 同 角度 看 到 各 种 不 同 的 截面 形状 . 


弗 洛 贝尔 所 设计 的 模型 中 , 球 .圆柱 以 及 立方 体 全 都 附 有 加 


E g 


孔 眼 ,使 得 它们 能 用 不 同方 式 挂 起 来 .由 于 球 的 对 称 性 ,只 有 一 
A BITUR EA 3 个 圆 孔 眼 : 一 个 在 圆 底盘 中 心 ,一 个 在 侧面 
正中 ,一 个 在 外 乡 .立方 体 也 有 3 个 :一 个 在 面 的 中 心 ,一 个 在 棱 
的 中 心 ,一 个 在 顶点 上 . 

这 些 转动 物体 的 各 种 外 观 引 导出 理解 空间 形体 的 最 有 趣 的 
练习 , 即 确 定 截面 切片 .不 去 真正 用 小 刀 切 开 真实 模型 而 能 使 切 
片 可 视 化 ,是 去 想象 当 我 们 逐步 把 这 抉 形体 浸入 水 中 时 ,会 出 现 
什么 情况 ,水 平面 的 形状 将 如 何 变 化 ? 

对 学 生 最 困难 的 练习 是 想象 悬 在 一 个 项 点 上 的 立方 体 的 
“赤道 "的 形状 .学 生 要 是 能 够 仔细 地 观察 一 个 真正 的 立方 体 就 
会 能 更 好 地 想象 出 答案 是 六 边 形 (图 36) .这 个 事实 也 可 以 通过 


图 36 一 个 立方 条 的 中 心 对 负 裁 面 结果 是 一 个 正六 边 形 , 其 六 个 边 正好 
把 立方 体 六 个 面 各 和 破 去 一 个 三 角形 . 


把 橡皮 带 绕 在 立方 体 上 而 很 好 地 证 明 . 我 们 可 以 造 出 这 个 立方 
体 分 解 的 展开 片 模型 :把 三 个 正方 形 的 三 个 角 切 掉 , 然 后 再 把 它 
们 放 在 一 个 正六 边 形 的 周边 (图 37). 

用 一 个 透明 的 塑料 立方 体 , 盛 上 一 半 有 人 色 的 液体 ,可 以 显示 
出 通过 中 心 的 各 种 切片 .如 果 立 方 体 精确 饱满 , 则 不 论 立方 体 的 
方向 如 何 , 液 面 的 形状 总 是 中 心切 片 ( 即 通过 立方 体 中 心 的 切 
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图 37 HB AR Re A a BD 
一 半 立 方 体 ,两 个 这 样 的 立体 ,把 六 边 形 的 面 放 在 一 起 ,就 可 以 再 
装 成 一 个 立方 栖 ， 


片 ) .一 个 很 好 的 难题 是 要 学 生 想 出 立方 体 处 于 什么 位 置 产生 出 
的 中 心切 片 具 有 最 大 的 面积 ( 它 并 不 是 六 边 形 切 片 1) 

早 在 上 个 世纪 ,米尔 顿 - 布 莱 德 雷 (Milton Bradiey) 已 经 在 美 
国 制 造 弗 洛 贝尔 的 幼稚 园 教具 了 .他 还 添加 一 组 另外 一 种 形体 
一 一 圆锥 .通过 它 早 在 学 生 学 习 解析 几何 学 很 久之 前 ,就 可 以 看 
到 和 认识 圆锥 截 线 这 种 现象 了 .同样 ,一 个 透明 的 圆锥 体 , 部 分 
充满 了 滚 体 , 可 以 显示 出 当 它 转动 时 变化 的 圆锥 截 线 ， 

研究 多 面体 的 切面 引出 一 个 有 趣 的 难题 ,如 果 我 们 用 一 平 
面 平行 于 三 角 棱 锥 的 一 个 面 来 切割 棱锥 ,我 们 就 得 到 一 系列 三 
角形 ,如果 平面 平行 于 一 个 棱 ,我 们 就 得 出 长 方形 .如 果 在 中 心 
位 置 就 得 出 正方 形 { 图 38) .学 生 可 以 通过 切割 和 折 登 适当 的 模 


图 38 正如 六 面 立 方 体 的 中 心切 片 产生 一 个 正六 边 的 儿 边 形 ,四 边 的 四 
面 栖 的 中 心切 片 ,产生 一 个 正四 边 的 几 边 形 即 正方 形 , 图 右 方 的 模 
板 提 殿 一 个 方法 , 造 出 四 面 栖 的 一 半 , 两 块 半 四 面体 产生 出 一 个 出 
A ILE . 
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图 39 外 观 可 能 引起 错觉 ,箭头 的 方向 改变 线段 外 观 的 长 度 而 不 改变 它 
真正 的 长 度 . 


型 , 佑 出 这 个 分 解 的 两 块 的 纸板 模型 .许多 人 会 发 现 把 这 全 等 的 
两 块 拼 在 一 起 成 为 三 角楼 锥 非常 困难 ,这 种 困难 好 像 是 3 维 错 
觉 ,就 像 两 根 等 长 的 线段 如 果 在 两 端 如 上 箭头 看 起 来 就 不 一 样 
长 (图 39). 


来 自 高 维 的 拜访 者 
100 多 年 前 , 埃 德 温 ' 艾 博 特 ' 艾 博 特 (Edqwin Abbott Abbott) 


在 他 的 经 典 小 说 《 平 国 加 中 用 切片 来 说 明 维 数 的 类 比 . 它 是 一 


个 巨大 的 练习 ,试图 采用 在 2 维 世 界 中 生活 的 正方 形 的 观点 , 特 
别 是 当 他 受到 来 自 高 维 球 的 拜访 . 球 力图 教 会 正方 形 ,但 遭 到 失 
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败 ,使 我 们 对 于 几何 学 中 交流 和 可 视 化 的 挑战 产生 惊人 的 见解 . 


《 平 国 ?的 开头 部 分 可 能 你 一 些 学 生 感 到 困难 ,一 些 社会 讽刺 的 
篇 章 在 头 一 次 阅读 时 可 以 跳 过 去 . 艾 博 特 是 位 积极 的 教育 改革 
者 和 和 争取 男女 教育 平等 的 教育 工作 者 ,他 讽刺 维多利亚 的 英国 
对 于 阶级 社会 ,特别 对 于 妇 玄 的 心胸 狂 窜 的 态度 .只 有 到 书 的 末 
尾 , 正 方形 才 开 始 对 他 的 社会 有 更 为 开明 的 观点 .) 

假如 比 我 们 自己 的 球 高 1 维 的 球 来 拜访 我 们 ,会 出 现 什么 
情况 呢 ? 我 们 见 到 的 不 再 是 平面 上 长 大 和 不 断 变化 的 圆 图 ,而 
会 看 到 空间 中 长 大 和 不 断 变化 的 球 .我们 颁 向 于 把 这 个 事件 解 
释 成 气球 的 涨 大 和 收缩 ,但 是 练习 的 要 点 在 于 用 进入 我 们 3 维 
宇宙 的 超 球 切 片 也 能 同样 解释 得 通 . 

WRM 3 维 来 的 立方 体 拜 访 正方 形 ,正方 形 会 看 到 名 种 各 
样 的 多 边 形 . 随 着 立方 体 通过 不 同 水 平时 的 位 置 不 同 而 不 同 , 那 
么 4 维 超 立 方 体 的 类 似 的 3 维 切片 会 是 什么 样 呢 ? 这 正 是 计算 
机 图 形 学 能 够 大 显 神 威 的 一 个 地 方 (就 像 影 片 《 超 立方 体 :射影 
和 切片 ?中 那样 ) .; 

切片 技术 在 现代 许多 科学 应 用 中 非常 重要 ,特别 是 计算 机 
图 形 学 发 展 之 后 ,X 射线 断层 术 就 是 用 计算 机 图 形 学 从 平面 的 
截面 来 重新 构造 3 维 对 象 . 地 貌 学 家 和 地 理学 家 绘制 和 分 析 等 
高 线 地 图 来 表示 地 球 表面 上 下 不 同 构 形 的 立 视图 .生物 学 家 也 
用 同样 的 切片 方法 ,而 材料 科学 的 研究 人 员 也 用 计算 桃 图 形 学 
来 表示 在 给 定 温度 或 密度 下 那 部 分 3 维 曲 面 . 数 据 分 析 利 用 射 
影 和 切片 技术 来 研究 从 社会 科学 以 及 从 物理 和 生物 科学 得 出 的 
高 维 数据 集合 . 

学 微 积分 的 学 生 会 认识 到 切片 技术 的 威力 一 一 例如 ,研究 
旋转 面 的 体积 与 其 圆 形 截面 的 面积 之 间 的 关系 ,或 者 求 3 维 空 
间 图 象 面 的 轮廓 线 . 早 在 学 生 学 习 临 界 点 理论 之 前 , 他们 就 已 经 
能 理解 和 认识 联系 不 同 维 数 的 切片 现象 .如 果 我 们 从 不 同方 向 
切 炸 面 圈 或 者 硬 面包 圈 会 出 现 什 么 结果 ? 我 们 不 难 进行 真正 的 


实验 ,看 出 在 有 的 位 置 ,切片 出 现 一 对 圆圈 .不 太 明 显 的 是 切片 
由 两 个 互相 套 起 的 圆圈 构成 ,看 到 这 些 的 好 办 法 仍然 是 用 透明 
内 管 装 满 一 半 带 颜色 的 水 来 进行 实验 .几何 学 可 以 成 为 一 门 令 
人 惊异 的 观察 科学 . 


组 合计 数 
在 研究 几何 图 形 时 ,会 出 现 许 多 组 合 和 代数 问题 ,在 不 同 教 
育 水 平一 直到 研究 的 前 沿 都 能 引进 这 类 问题 ,三 被 锥 有 多 少 条 
Be? 我 们 可 以 按照 弗 洛 贝尔 的 建议 ,用 牙签 和 聋 豆 造 出 一 个 模 


型 ,然后 数 它 的 楼 .或 者 我 们 只 简单 地 画 出 棱锥 的 图 (图 40) ,并 
数 一 下 它 的 六 条 边 . 


图 物 正四 面体 一 一 最 简单 的 正 多 面体 一 一 具有 4 个 三 角形 前 面 ,6 条 楼 


TVX 
我 A 


Ma Bee AARAA RETARA HR MARRE, Ri 
可 以 在 1,2,3,4,5,6,…… 个 顶点 上 作出 一 系列 完全 图 ，. 
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tm 
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画 出 这 样 一 个 图 的 步骤 就 提示 一 个 算法 来 确定 其 楼 数 .从 
一 点 出 发 ,选择 另外 一 点 , 画 一 条 楼 ,把 它 同 原来 那 点 过 在 一 起 ， 
现在 选择 一 点 ,把 它 同 原先 两 个 点 连 起 来 ,又 得 到 2 条 楼 ,一 共 
有 3 条 棱 .( 我 们 必须 注意 不 要 把 新 点 选 在 原先 棱 所 在 的 直线 
上 .) 接 着 我 们 再 选 一 个 新 点 .不 在 这 已 经 作出 的 三 条 棱 任 何 一 
条 所 在 的 直线 上 ,然后 把 这 个 新 点 同 原来 3 点 连 起 来 ,这 样 产 生 
3 ee, — FE 6 RE. 

我 们 可 以 重复 这 个 过 程 来 画 5 个 点 所 决定 的 图 形 ,这 类 图 
形 称 为 完全 国 ( 图 41). 首 先 选 取 一 点 不 在 包含 以 前 画 的 6 条 楼 
的 直线 上 ,然后 把 这 点 同 原先 的 4 个 点 连接 起 来 ,得 到 4 条 新 
BATRA SHH 10. 如 果 愿 意 的 话 ,用 同样 的 方法 可 以 画 出 


6 个 点 或 更 多 点 的 完全 图 . 
从 这 个 步骤 中 出 现 什 么 样 的 模式 呢 ? 我 们 把 结果 列 成 表 ， 
它 就 变 得 明显 了 : 
Ae 1234 5 6 
ee 0136 10 15 


得 一 种 情形 , 棱 数 等 于 点 对 数 ,这 直接 导向 组 合 的 研究 .根据 作 
图 的 顺序 ,不 难看 出 ,在 第 n 阶段 ,楼 数 等 于 小 于 * 的 所 有 正 整 
数 之 和 ,例如 ,6 个 点 构成 的 图 的 楼 数 为 1+2+3+4+5=15. 有 
的 学 生 可 能 知道 ,前 n 个 整数 的 和 为 n(n + 1)/2, 它 可 能 与 小 
高 斯 的 著名 故事 有 关 : 他 用 这 个 公式 把 从 工 到 100 所 有 的 数 加 
在 一 起 .这 个 表 所 揭示 的 另外 一 种 模式 是 ,在 任何 阶段 的 棱 数 是 
原 有 读数 和 项 点 数 的 和 . 


三 角形 计数 


在 空间 知觉 测试 中 ,常常 要 求学 生 从 复杂 的 图 形 中 抽取 出 
一 个 简单 的 图 形 , 数 楼 数 就 是 这 种 问题 中 最 容易 的 一 种 . 稍 难 的 
问题 就 是 计算 不 同 三 角形 的 数目 (图 42) ,通过 把 每 个 三 角形 涂 
上 标记 ,我 们 就 能 把 我 们 的 表 扩大 ,使 它 包 含 新 的 信息 : 


B42 由 完全 图 展示 的 不 同 的 三 角形 表示 每 三 个 顶点 的 子 集 决 定 一 个 三 
角形 ,因此 计 孝 三 角形 就 等 价 于 计数 顶点 的 三 重组 ， 


点 数 1234 5 6 
$ & 0 13 6 10 15 
= RBH 0614 10 7? 


为 了 填 上 空缺 的 值 ,我 们 从 模式 来 思考 ,这 些 模 式 中 许 包 就 
正好 和 把 楼 和 点 关联 在 一 起 的 模式 一 样 .因为 三 角形 的 数目 和 
三 个 不 岗 点 组 的 数 且 相等 ,三 角形 的 总 数 正好 是 从 某 些 对 银 中 
每 次 取 3 个 的 组 合 数 .正如 上 面 所 讲 的 ,我 们 也 可 以 采取 另外 一 
种 方法 , 即 递 推 关系 :在 每 一 阶段 三 角形 数目 等 于 诛 有 的 三 角形 
数目 加 上 原 有 的 校 数 之 和 . 它 最 方便 地 计算 出 来 :由 5 个 点 形成 
的 图 的 三 角形 数 是 20. [一般 来 讲 ,由 = 个 点 形成 的 图 中 三 角形 
的 数目 是 n(n -1)(n -2)/6.] 

已 经 学 过 一 些 代 数 的 学 生 能 够 把 这 些 数 同 二 项 系数 联系 在 
一 起 : 

tat+b)=a+tb 

(a+b) = a? +2ab +b? 

(a+b) =a +307b + 3067+ b? 
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(a +b) = a44+ 4456 +6076? + 4ab? + bt 

(a+b) = a) + 5ath + 10a?b? + 10a?b? + 5abtt bs 

(a + b)f= a+ 6afb + 15atb? + 20a7h* + 15a?bt +6ab* + hs 
去 掉 文 字 因子 就 得 出 帕斯卡 三 角形 的 偏 称 形式 : 

i 

2 1 

3 3 1 
4 6 4 1 
5 

6 


— tk 


10 10 5 i 
1 15 20 15 6 1 

例如 ,第 4 行 相继 给 出 当 n =0,1,2,3,4 时 ,由 4 个 点 出 发 组 成 
的 王 个 顶点 的 图 形 的 数目 :中 则 是 点 数 . 线 数 和 三 角形 数目 ,两 
端 是 空 集 和 整个 集合 (分 别 对 应 n =0 和 n=4 的 数目 ). 

有 观察 力 的 学 生还 能 看 到 和 另外 一 个 重要 的 模式 :任何 一 行 
的 各 数 之 和 是 2 的 方才 .这 个 观察 还 可 以 用 更 精密 的 方式 来 陈 
述 : 一 个 n 维 单 形 的 每 个 不 同 维 数 的 单 形 (包括 整个 单 形 和 空 
单 形 ) 的 数目 总 和 是 2* +1. 在 二 项 式 展开 式 的 表 中 令 a =1,68 = 
1, 或 者 把 二 项 系数 与 n+ 1 元 素 每 次 取 k+l 的 组 合 数 联系 起 
来 ,也 可 以 观察 到 同样 的 关系 .从 而 所 有 可 能 的 组 合 数 为 2* + 1!， 
即 由 n +1 元素 选 出 的 所 有 子 集 的 总 数 .这 个 基本 的 计数 论证 
可 以 引发 许多 初等 概率 论 的 课题 . 


正方 形 和 正方 体 的 计数 


如 果 学 生 研 究 立 方 体 和 各 种 超 立 方 体 的 顶点 、 棱 和 面 的 数 

B ,就 会 得 出 同样 的 观察 .正如 每 个 单 形 之 内 有 一 个 子 单 形 的 层 

系 ,在 每 个 n 维 立 方 体 之 内 也 有 类 但 的 正方 形 和 立方 体 序 列 . 
一 个 3 维 立方 体 有 8 个 预 点 ,12 条 楼 和 6 个 正方 形 ,这 可 以 通 

过 真正 去 数 来 验证 .1 个 正方 形 { 或 者 2 维 立 方 体 ) 有 4 个 顶点 ， 

[53] 4 条 棱 和 1 个 正方 形 .一 个 1 维 立方 体 是 一 个 线段 ,具有 2 个 顶 


点 和 1 条 楼. 一 个 0 维 立 方 体 是 点 ,具有 1 个 顶点 .这 些 数 据 形 
成 另 一 个 表 的 开头 : 


Se OMAR 【 纵 立 方 体 2 维 立方 体 3 维 立 方 体 4 维 立 方 体 

(Hi) (8) (EAH) ( 正 立方 体 } 【 超 立 方 体 ) 

顶 楼 T RAK arti 
点 1 0 0 0 0 
EA 2 1 0 0 0 
正方 形 4 4 1 0 0 
立方 体 8 12 6 1 0 
超 立 方 体 16 ? ? 2 1 


如 果 我 们 试图 填 上 超 立 方 体 的 空缺 的 数目 ,这 个 过 程 稍 微 
困难 一 些 . 我 们 知道 如 何 生成 一 个 超 立 方 体 , 即 把 一 个 通常 立方 
体 沿 着 垂直 自身 方向 平移 . 当 立 方 体 移动 时 ,3 个 顶点 描绘 出 8 
条 平行 棱 , 这 样 原来 立方 体 的 12 条 楼 ,平移 后 的 立方 体 的 12 条 
楼 以 及 平移 过 程 中 措 绘 出 的 8 条 新 棱 ,产生 出 超 立方 体 的 总 共 
的 32 条 楼 (图 43). 


图 43 直立 方 体 的 框架 :两 个 立方 体 用 校 相 连 产生 16 TRAM 32 He. 


计数 正方 形 提出 又 一 个 问题 ,可 以 用 同样 的 方法 去 解决 它 . 
首先 注意 原来 的 立方 体 有 5 个 正方 形 , 移 动 后 的 正方 形 也 有 6 
个 .除了 这 12 个 正方 形 之 外 还 应 该 加 上 移动 正方 形 的 楼 画 出 的 


图 44 涂 上 阴影 可 以 帮助 我 们 确认 超 立 方 体 中 两 个 水 平 组 ,每 组 有 4 个 
平行 正方 形 .一 共有 6 个 正方 形 组 ,3 组 与 原来 的 立方 体 及 其 移动 
后 的 立方 体 有 关 ,3 组 与 连接 两 个 立方 体 的 楼 有 关 . 


ma 超 立 方 体 4 个 生 直 正方 形 的 -- 组 由 原来 立方 体 的 水 平 位 称 所 决定 ， 
如 果 去 掉 背 景 线条 ,就 更 容易 看 到 这 些 正 方形 ,如 图 45 中 的 下 图 
所 示 . 


— if 一 


正方 形 .把 平行 从 的 楼 和 正方形 分 成 放 组 对 我 们 有 所 玫 助 , 超 立 
方 体 的 校 分 成 4 组 ,每 组 8 条 平行 楼 .同样 正方 形 也 可 分 为 4 
组 ,每 组 4 个 平行 正方 形 ,通过 每 个 顶点 有 其 中 一 个 正方 形 .2 
组 水 平 正 方形 很 容易 就 看 到 (图 44) .而 当 我 们 去 掉 一 些 多 余 的 
线 ,就 能 更 清楚 地 看 到 另外 一 组 的 4 个 垂直 面 (图 45). 

学 生 小 组 很 容易 确认 其 他 3 个 四 正方 形 组 ,如 果 四 个 正方 
形 不 重合 , 则 更 容易 确认 .如 果 它 们 重 倒 较 多 , 则 确认 就 更 加 困 
难 , 整 个 集合 包含 24 个 正方 形 . 

当 对 象 具 有 大 量 的 对 称 性 ,就 像 超 立 方 体 那样 , 则 对 核 或 面 
分 组 就 特别 有 效 . 我 们 能 通过 观察 不 同 的 维 数 来 研究 对 称 性 和 
分 组 之 间 的 关系 .立方 体 、 正 方形 和 线段 的 对 称 性 可 以 通过 下 面 
方法 看 出 :在 每 一 个 顶点 以 不 同 的 方式 置换 诸 棱 ,以 及 把 每 个 顶 
点 移动 到 另 一 位 置 .立方 体 或 超 立方 体 的 所 有 对 称 的 集会 是 群 
的 重要 例子 , 它 是 反映 几何 性 质 的 代数 结构 .立方 体 的 对 称 群 是 
保持 其 结构 的 顶点 置换 的 集合 .把 置换 和 代数 与 几何 结构 的 对 
称 性 的 关系 加 以 整理 的 尝试 在 过 去 两 个 世纪 给 近世 代数 的 发 展 
提供 了 重要 的 动力 .即使 现在 ,对 称 群 还 继续 为 原子 物理 的 理论 
研究 提供 燃料 . 

对 超 立 方 体 最 重要 的 认识 是 超 立 方 体 蚌 高 度 对 称 的 , 以致 
每 一 顶点 都 和 其 他 每 一 顶点 看 起 来 完全 一 样 , 也 就 是 假如 我 们 
知道 一 个 顶点 出 现 什 么 情况 ,我 们 就 知道 所 有 顶点 上 会 出 现 什 
么 .例如 , 超 立方 体 的 16 个 顶点 中 ,每 一 个 都 有 4 条 楼 ,因此 共 
有 {条 校 .但 是 每 一 条 楼 计数 两 次 ,所 以 真正 的 楼 数 是 64 的 一 
半 , 即 32 条. 

每 一 项 点 数 处 都 有 一 些 正 方形 面 . 有 窗 少 现 ? 它 的 数目 与 
从 一 个 顶点 处 的 4 条 楼 中 选 出 2 条 的 选 法 数 相等 .一 日 我 们 选 
中 一 条 棱 , 第 二 条 楼 就 只 有 3 种 可 能 性 ,这 样 得 出 12 对 楼 ,正如 
上 述 情形 ,这 个 表 中 每 对 棱 出 现 两 次 ,只 是 项 序 不 同 .因此 ,这 
12 对 楼 在 每 一 个 顶点 产生 6 个 不 同 的 正方 形 ,全 部 16 个 顶点 
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产生 % 个 正方 形 ,但 是 每 个 正方 形 计 数 4 次 ,每 一 顶点 算 了 一 
次 .因此 在 超 立 方 体 中 一 共有 9674 = 24 个 正方 形 .这 种 推理 证 
实 了 我 们 在 立方 体 的 画图 中 直接 计数 6 组 (每 组 4 个 正方 形 ) 的 
结果 .但 是 它 可 以 由 方法 得 出 ,这 种 方法 甚至 应 用 于 5 维 立 方 体 
也 行 . 

寻求 模式 


高 年 级 学 生 能 把 这 些 结果 表示 成 一 个 一 般 公式 . 设 口 (上 ， 
MER n 维 立 方 体 中 维 立 方 体 的 数目 . ATHRO, n), 
我 们 也 像 以 前 一 样 , 首 先 计算 在 每 一 个 顶点 处 有 多 少 个 上 维 立 
方 体 .每 个 不 维 立方 体 由 每 顶点 出 发 的 mn 条 棱 中 的 上 RAR 
的 子 集 所 决定 . 因此 ,在 每 个 项 点 处 ,大 维 立 体 的 数目 为 CCk， 


n= (Flag Cippi a TERIOR A 个 的 组 合 数 , 因 


为 在 2° 个 顶点 中 ,每 个 顶点 都 有 Clk, n) k BEE, k 维 立 

性 的 总 数 表 面 上 看 是 2*C(,n), 但 在 计数 中 ,每 个 卡 维 立 体 都 
数 了 2* 次 ,因此 ,我 们 变 用 2+ 去 除 上 面 的 数 , 得 到 最 后 公式 : 

Ci(k,n) =2"- Cik, n). 
我 们 记得 由 单 形 表 中 由 每 行 的 和 得 出 2 RE, RRA BR 
对 立方 体 也 寻求 类 似 的 模式 .在 这 种 情形 下 ,每 一 行 加 起 来 得 出 
Ir: 
维 数 ” 口 维 立方 体 1 维 立 方 体 2 维 
(A) 正 


CMMMEST OMELET CEST S 
$ 面 ZAK 4 维 立 方 打 总 数 
点 1 0 0 0 0 1 
aa 2 1 0 0 0 3 
正方 形 4 4 1 0 0 9 
立方 体 8 12 6 1 0 2 
[56] 超 立 方 体 16 32 24 8 1 81 


围 和 ”把 线段 .正方 形 和 立方 体 { 甚 至 超 立 方 体 ) 的 边 分 成 三 等 分 得 出 3， 
9,27 或 81 个 相同 的 小 立体 一 一 都 是 3 的 方 等 . [57] 


我 们 有 几 种 方式 对 这 个 观察 做 出 反应 .我 们 可 以 再 把 表 添 
加 一 行 得 出 更 多 的 信息 .不 过 , 表 上 5 个 填 满 的 行 已 足够 确定 地 
证 实 我 们 的 猜想 .我 们 可 以 看 出 , 表 中 每 一 个 数 都 等 于 它 正 上 广 
数 的 两 倍加 上 该 数 左 边 的 数 , 因 此 每 一 行 的 数目 之 和 是 上 一 行 
数目 之 和 的 三 倍 ,这 个 论证 可 以 很 容易 翻译 成 用 数学 归纳 法 的 
正式 证 明 .我 们 还 可 以 用 n Erik k 维 立 体 数 目的 明显 公式 
去 对 典型 的 一 行 求 和 ; 

CHO,n)t+D(ln)++DOn -1,2)+On,n) 
=P 4+ CCL, a) l4 €(2,n)2-74---4+ Cln -1,n)24+Cln,n) 
=(2+1)" = 了 

所 有 这 些 方法 都 帮助 我 们 理解 每 一 行 之 和 都 是 3 的 方 宕 . 
但 是 ,或 许 证 实 这 个 事实 最 满意 的 观察 是 看 到 下 面 的 事实 :我 们 
可 以 把 一 个 m 维 立方 体 的 边 分 成 三 个 等 分 ,每 边 都 这 样 切 下 去 
就 把 整个 立体 分 成 3 个 小 立体 (图 46). 结果 由 原来 的 立体 的 
每 个 顶点 都 得 到 一 个 小 立体 ,每 一 条 楼 也 得 到 一 个 小 立体 ,每 个 
2 维 面 也 得 到 一 个 小 立体 ,如 此 等 等 .最 后 的 小 立体 就 是 中 心 那 
个 .因此 ,小 n 维 立 体 的 总 数 是 3", 它 等 于 n 维 立体 中 维 立 体 
的 数目 之 和 ,因为 在 每 个 点 ,每 条 楼 ,每 个 面 ,每 个 3 维 立体 …… 
上 都 有 一 个 小 n 维 立 体 . 

弗 利 德里 希 ' 弗 洛 贝尔 的 幼稚 园 的 礼物 之 一 是 分 成 27 个 小 
立方 体 的 立方 体 ,他 会 喜欢 我 们 这 个 最 后 的 证 明 的 . 
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人 人 羔 智 力 发 展 的 主要 因素 之 一 就 是 希望 了 解 我 们 所 生存 的 
物质 世界 和 生命 世界 的 意义 .我 们 探索 历史 记录 是 为 了 找到 线 
索 , 来 解释 我 们 现实 的 状况 ;我 们 发 明理 论 是 为 了 预测 未 来 .在 
几乎 每 个 对 过 去 的 描述 或 是 对 未 来 的 预见 中 ,最 重要 的 因素 就 
是 涉及 数量 的 特征 ;河流 的 长 度 , 土 地 的 面积 海洋 的 体积 ;大 气 
层 的 温度 、 温 度 和 压力 ;物种 的 数量 ,分 布 及 其 生长 率 ;抛物 体 、 
潮汐 和 行星 的 运动 ;经 济 活动 中 的 收入 .成 本 和 利润 ;声音 、 光 和 
地 震 的 节奏 、 强 度 和 频率 . 

富有 洞察 力 的 观察 家 们 注意 到 ,对 象 的 模式 可 以 依靠 有 动 
于 推理 的 数 来 模拟 . 正如 凯 尔 文 助 二 (Lord Kelvin) 曾 经 说 过 
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当 你 能 够 权衡 你 所 说 到 的 事情 ,并且 能 用 数 率 表 达 时 ,你 就 
TRIE 但 是 如 果 你 无 法 权衡 它 ,也 不 能 用 数 表达 它 
时 ,那么 你 对 襄 物 的 认识 就 显得 肤浅 和 不 适当 . 


这 种 说 法 也 许 有 些 压 张 .不 过 ,我 们 可 以 毫 不 夸张 地 说 ,数学 中 
的 数 系 是 人 类 了 解 我 们 生存 的 物质 世界 所 不 可 缺少 的 工具 . 
人 类 对 数 的 兴趣 还 反映 在 无 数 荒诞 或 过 信 的 数 秘 林 的 例子 
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中 .从 古 希 腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 到 马丁 ' 加 德 纳 (Marin Gard- 


ner) 虚 梅 的 矩阵 先生 ,无 论 是 在 高 尚 的 还 是 邪 晋 的 方面 .人 们 
都 已 发 现 了 与 字母 .词语 .名 称 、 地 点 和 日 期 相关 的 数值 的 含义 . 
无 数 多 种 关于 数 的 模式 激 起 了 数 以 百 万 计 的 不 同年 龄 段 的 专业 
的 和 业余 的 数学 爱好 者 学 习 数 学 的 兴趣 .不幸 的 是 ,这 些 模 式 也 
会 被 各 种 伪 科 学 所 利用 一 一 从 占星 术 到 数 秘 术 


学 校 数学 中 的 数量 


考虑 到 数量 推理 在 数学 应 用 方面 的 根本 作用 以 及 人 们 与 生 
俱 来 的 对 数 的 兴趣 ,那么 数 的 概念 和 技巧 作为 学 校 数 学 的 核心 
内 容 并 非 出 人 意料 .最 低 年 级 的 孩子 们 开始 学 习 数 学 时 ,总 是 企 
图 学 习 算 术 的 计算 过 程 以 及 相应 的 概念 ,用 以 解决 数量 问题 并 
作出 合理 的 决定 ,臣子 们 要 学 会 多 种 利用 数字 ,图表 以 及 符号 来 
刻 划 数据 及 数量 关系 的 方法 :要 学 会 列 算术 和 代数 式 并 能 利用 
有 效 的 方法 解决 这 些 问 是 ;要 学 会 解释 数量 信息 ,然后 做 出 推断 
并 验证 结论 的 合理 性 . 

完成 上 述 任务 所 需要 的 技巧 包含 在 各 种 数 系 的 算术 以 及 算 
术 推 理 的 一 般 形式 一 一 初等 代数 之 中 .一般 人 把 这 些 数 系 俗称 
为 整数 .分数 .小数 ;数学 察 们 则 用 专业 术语 称 之 为 整数 .有理 
数 、 实 数 .不 管 它们 的 名 称 , 这 些 数 系 都 是 数学 的 重要 组 成 部 分 ， 
而 且 风 个 世纪 以 来 一 直 是 掌 校 教学 的 内 容 . 经 验 丰富 的 教师 们 
已 经 发 明了 无 数 多 种 颇 有 成 效 的 教学 法 用 以 开发 学 生 解 决 传统 
问题 的 技能 .因此 ,人 们 完全 有 理由 询问 : “在 教授 数量 推理 的 过 
程 中 ,哪些 材料 可 能 是 新 的 并 令 人 激动 昵 ?" 出 乎 人 们 的 预料 , 管 
案 应 该 是 :“ 几 乎 所 有 的 一 切 1” 
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学 校 的 算术 和 代数 课 一 直 总 是 主要 培养 学 生 运 算数 字 和 代 
数 符号 的 技能 ,其 目的 是 为 了 回答 算术 问题 或 是 解 代数 方程 . 初 
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等 中 学 数学 的 核心 内 容 是 以 整数 和 分 数 的 加 , 减 . 乘 . 除 运算 为 
特色 ;中 学 数学 的 核心 内 容 包 括 多 项 式 、 有 理 式 及 指数 形式 的 类 
在 过 去 , 热 练 掌握 这 些 常 用 的 运算 技巧 早已 成 为 数学 的 有 
效 利用 的 先决 条 件 .然而 ,廉价 的 电子 计算 器 和 计算 机 的 出 现 永 
远 改 变 了 这 种 状况 .自从 用 晶体 管 . 印 刷 电 路 和 硅 片 技术 首次 研 
制 成 手持 计算 器 到 它 在 广大 消费 市 场 上 的 利用 ,至 今 已 有 15 年 
时 间 . 随 着 电 了 于 行业 的 迅猛 发 展 , 现 已 生产 出 了 太阳 能 科学 计算 
器 , 它 可 以 对 输入 的 小 数 .常用 分 数 或 指数 形式 进行 显示 并 且 能 
进行 数 的 算术 运算 .许多 计算 器 还 有 单 键 于 程序 ,可 用 于 初等 函 
数 估 值 和 完成 常用 的 统计 计算 .程序 化 的 计算 器 提供 了 更 多 的 
功能 ,其 中 包 揪 作 图 ,符号 操作 以 及 年 阵 运算 ( 见 图 1) .现在 , 随 
车 桌 式 计算 机 在 学 校 的 茜 及 ,上 面 提 到 的 这 些 数学 运算 还 可 以 
通过 更 有 效 、. 更 精密 的 形式 一 一 计算 机 程序 来 完成 . 


图 1 手持 计算 器 现在 能 显示 学 入 数学 课 中 常见 的 所 有 函数 的 图 象 ,有 些 
计算 器 甚至 能 进行 最 普通 的 化 简 及 解 方程 的 符号 运算 . 
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计算 机 的 计算 能 力 , 不 论 是 客观 存在 的 还 是 可 以 想象 得 到 
[63] 的 ,使 人 们 做 到 了 以 前 课堂 上 微 不 到 的 一 些 事 . 现 在 ,初中 生 们 
必需 预先 掌握 关于 那些 数 的 运算 的 复杂 算法 , 便 能 处 理 真 实 的 
数据 一 一 很 大 或 很 小 的 小 数 和 分 数 . 中 学 生 们 在 他 们 掌握 变量 、 
函数 和 关系 的 运算 法 则 之 前 很 长 时 间 ,就 能 处 理 有 关 变 量 .函数 
及 用 代数 语言 表示 的 关系 方面 的 问题 .在 校外 ,几乎 每 个 人 都 要 
用 计算 器 和 计算 机 进行 快速 而 准确 的 运算 .但 是 ,学 校 的 课程 还 

必须 做 巨大 地 调整 才能 适应 新 环境 的 变化 ， 

计算 器 和 计算 机 对 数学 本 身 的 发 展 同样 具有 深远 的 影响 . 
利用 这 些 工 具 , 科 学 家 通过 系统 地 操作 变量 来 发 现实 验 结果 ,而 
数学 家 可 以 用 大 致 相同 的 方式 寻找 数学 模式 ,实验 数学 家 可 以 
用 一 台 计 算 机 在 比 * 纸 - 笔 " 算 法 短 得 多 时 间 内 处 理 一 些 特 殊 问 
题 ,而且 在 许多 情况 下 这 些 计 算 午 传统 方法 根本 行 不 通 , 其 中 该 
出 现 的 模式 也 看 不 到 .数学 的 实验 数据 可 以 被 归 类 、 分 析 , 或 用 
图 表 表 示 , 从 而 揭示 其 规律 和 变化 的 程度 ,检验 的 唯一 标准 依然 
是 奉公 理化 基础 推理 证 明 . 不 过 ,计算 器 和 计算 机 在 发 现 定理 和 
证 明定 理 之 间 创 立 了 一 种 新 的 平衡 . 

在 数学 工作 中 ， 计 算 器 和 计算 机 的 使 用 还 使 人 们 对 算法 和 
结果 产生 了 浓厚 的 兴趣 . 许多 最 深奥 的 、 最 漂亮 的 数学 结果 保 
证 了 带 有 趣味 性 的 数 或 者 重要 方程 的 解 的 存在 性 ， 然 而 这 些 定 
理 及 其 证 明 并 没有 告诉 人 科 如 何 有 效 地 构造 所 要 求 的 对 象 的 线 
索 ， 获 儿 星 得 Euclid》 同时 代 的 数学 家 就 证 明了 不 存在 最 大 
的 闲 数 ， 而 且 证 明了 任何 自然 数 无 论 如 何 都 可 以 唯一 地 分 解 成 
率 数 的 乘积 . 但 时 至 邻 日， 由 于 实 芷 和 理论 问题 的 需要 ,一些 
数学 家 仍 在 费 尽 心思 致力 于 构造 最 大 的 素数 并 寻求 较 大 合 数 的 
因子 分 解 形式 . 在 当代 技术 发 达 的 世界 中 ， 榨 索 适 于 计算 机 编 
制程 序 的 有 效 算 法 ,已 成 为 基础 数学 和 应 用 数学 研究 的 中 心 内 

[64] 容 . 


应 用 的 影响 


影响 学 校 全 部 课程 的 第 二 种 基本 变化 是 数量 方法 的 广泛 应 
用 , 它 几 乎 应 用 于 当代 个 人 和 专业 生活 的 每 一 方面 .虽然 数 总 是 
实用 的 ,但 它们 的 用 途 的 确 可 预测 而 且 仅 限于 一 些 较 熟悉 的 同 
题 .今天 ,数量 技能 要 求 我 们 有 能 力 去 解释 在 下 面 情形 下 所 用 的 
数 :描述 确定 性 现象 以 及 随机 现象 中 所 用 的 数 , 用 复杂 的 相互 关 
连 的 变量 集合 进行 推理 中 所 用 的 数 ,以 及 对 没有 标准 模型 的 现 
锭 设计 定量 方法 并 如 以 严密 解释 时 所 用 的 数 .在 我 们 身边 的 例 
Fie ee: 

倒 美 国 的 普查 数字 用 于 描述 我 们 目前 的 人 口 状 况 及 其 资源 
在 各 种 社会 计划 中 的 分 配 情况 .那么 ,怎样 才能 更 准确 地 计算 出 
人 口 数目 及 其 特征 呢 ? 

参 每 年 秋天 都 有 几 次 则 风 黎 击 中 美洲 和 北美 洲 . 那 么 ,如何 
用 最 有 意义 的 方法 测 重 出 每 次 飓风 的 “规模 " 呢 ? 

鲁 消 费 价 格 指数 是 用 来 计算 社会 保税 体系 所 支付 的 生活 费 
用 的 增长 与 许多 其 他 工资 等 级 表 . 那 么 ,如 何 能 准确 测量 通货 膨 
胀 呢 ? 

急 在 橄榄 球 队 的 不 同 隐 会 上 ,常用 统计 方法 比较 哪 位 队员 
的 球技 高 ,以便 相 应 地 给 以 补贴 .那么 ,应 该 使 用 什么 数据 才能 
更 精确 地 划分 四 分 位 队员 的 等 级 呢 ? 

鲁 银行 .信用 卡 公司 以 及 航空 公司 和 宾馆 预订 系统 每 天 处 
理 数 十 亿 的 商务 交易 ,使 用 全 国 性 通讯 网 以 有 防 出 错 及 未 经 批准 
的 阅 信 .那么 ,安全 系统 如 何 设计 并 明智 地 后 用 呢 ? 

解决 这 些 问 题 和 许多 其 他 类 似 的 复杂 而 有 意义 的 问题 , 需 
要 具备 组 织 . 操 作 和 解释 数量 信息 的 能 力 .要 解决 这 些 任务 , 若 
仅 采 用 传统 的 算术 和 代数 算法 或 者 采用 对 传统 文字 问题 的 求解 
技巧 ,不仅 不 够 用 而 且 在 很 大 程度 上 不 相干 . 

有 数量 技能 的 年 轻 人 需要 具备 变通 能 力 使 他 能 在 新 条 件 下 
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识别 对 象 间 的 重要 关系 ,用 有 效 的 符号 形式 表示 这 些 关系 ,利用 
计算 工具 加 工 信 息 和 解困 这 些 计算 结果 .在 建 模 中 基本 的 数学 
思想 通常 超出 了 数 和 分 数 的 范围 ,用 到 了 和 矩阵 ,线性 代数 和 同 余 
类 算术 .实用 的 计算 工具 超出 了 手持 计算 器 的 范围 ,用 到 了 空白 
表格 程序 ,数据 库 和 动态 仿真 . 


心理 研究 的 影响 


最 近 对 人 类 认 知 方面 的 广泛 研究 ,使 得 学 校 数 学 对 数量 的 
教学 成 为 又 一 种 改变 .虽然 从 心理 学 的 角度 数学 教 与 学 的 研究 
经 历 了 很 长 时 间 , 但 是 只 是 在 过 去 的 和 0 年 中 ,年 轻 人 逐步 开展 
了 对 数 系 的 理解 及 其 应 用 问题 的 探讨 才 取 得 了 空前 的 进步 . 因 
此 ,研究 人 员 对 于 人 类 认 知 发 展 与 我 们 想 要 年 轻 人 所 学 的 概念 、 
原理 和 技巧 之 间 的 相互 影响 产生 了 深刻 的 认识 .这 项 研究 表明 
了 关于 课程 设计 的 通报 结果 及 学 校 数学 中 的 启发 式 教学 法 具有 
现实 的 可 能 性 . 


基本 概念 


对 于 数量 技术 在 社会 和 科学 的 应 用 越 来 越 增 长 的 需求 同 支 
持 这 些 技术 的 强 有 力 新 技术 的 结合 促使 人 们 重新 考虑 学 校 数学 
的 教学 目的 .重复 1982 年 数学 科学 理事 会 上 一 篇 报告 的 题 
目 ,” 我 们 一 直 在 询问 ,“ 在 未 来 的 数学 中 ,什么 样 的 数量 能 力 才 
是 基本 的 呢 ?" 尽 管 在 过 去 十 年 我 们 已 对 这 个 问题 进行 了 广泛 的 
专业 性 讨论 ,但 至 今 仍 没 有 对 数学 教学 内 容 的 变动 达成 一 致意 
见 , 并 且 许 多 事实 表明 学 校 还 没有 发 生根 本 性 改变 ， 

在 成 熟 的 数学 分 支 诸 如 数论 ,分 析 或 代数 中 ,许多 基本 概念 
与 运算 都 是 建立 在 一 个 抽象 思想 体系 的 基础 上 , 即 以 若干 定 文 
和 公理 为 基础 ,其 他 事实 和 原理 由 此 合乎 逻辑 地 推出 .不 过 ,并 
数学 的 这 种 严 道 而 有 效 的 体系 是 历史 长 期 发 展 的 产物 ,并 且 这 
些 基 本 思想 在 演变 为 正式 定义 和 定理 之 前 很 长 时 间 , 都 是 被 非 


正式 使 用 的 .而且 ,实际 工作 知识 不 仅 需 要 具备 背诵 或 是 推导 结 
论 的 能 力 , 还 需要 具备 识别 各 种 具体 问题 中 的 数量 关系 以 及 表 
达 和 解释 这 些 数 量 关 系 的 技巧 的 能 力 . 

在 考虑 学 校 数学 时 ,许多 数学 家 和 教师 都 主张 : 沿 着 数 的 技 
巧 发 展 的 曲折 历史 道路 讲授 数学 ,这 才 是 最 好 的 教学 方法 .其 他 
人 认为 ,我 们 应 该 将 重点 放 在 所 得 结论 的 结构 分 析 上 ,这样 就 可 
以 给 孩子 们 提供 发 展 数 的 概念 和 技巧 的 更 有 效 的 方法 .目前 还 [66] 
没有 研究 证 据 表 明 这 些 观 点 哪 一 个 正确 ,但 是 可 以 肯定 地 说 ,对 
数量 的 理解 需要 深信 理解 事物 的 方方面面 ,重要 的 是 应 尽快 地 
向 学 生 们 传播 表示 或 解释 数据 的 有 效 的 现代 技术 ,但 是 训 无 疑 
问 ,这 种 训练 只 有 在 充分 了 解 人 类 实践 中 数 的 技巧 产生 的 根源 
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“Zee” RRA. 

2. AAP: 用 数 来 表示 序列 中 "大 于 "或 "小 于 "的 位 置 关 系 . 

3. 编码 : 在 由 许多 对 象 构 成 的 集合 中 ,为 每 个 对 象 编 一 个 
不 同 的 号 码 来 加 以 识别 . 

现 举 一 些 实例 说 明日 常 生活 中 常用 的 这 三 种 基本 任务 : "3 

全 标准 的 测量 任务 ,如 测量 长 度 .面积 .体积 .质量 和 时 间 概 
念 时 ,都 用 数 表示 大 小 . 数 的 加 、 减 .乘除 运算 直接 与 被 测 对 象 
的 求 和 ,比较 和 分 解 运 算 相对 应 ,还 有 一 - 些 重 要 概念 诸如 速度 、 
加 速度 和 密度 ,也 要 用 数 来 刻 划 其 大 小 ,不 过 ,它们 的 大 小 通常 
是 在 测量 值 的 基础 上 通过 运算 得 到 的 . 

电 当 顾客 进 人 一 家 商店 时 ,他 们 常常 会 得 到 一 个 数码 ,以 此 


表示 他 们 被 服务 的 次 序 . 先 来 的 顾客 其 数码 比 后 来 的 顾客 的 数 


码 小 一 一 到 达 的 次 序 与 享受 服务 的 次 序 相 对 应 .这样 就 可 以 用 
正 整数 表示 次 序 . 虽 然 数 的 相 碱 能 帮助 估计 等 候 服务 的 时 间 ,但 
是 数 的 相 加 或 相 乘 则 没有 任何 意义 . 

晶 任 何 运动 协会 的 每 个 运动 员 通 常 是 按 他 们 的 比赛 水 平 排 
序 的 ,从 第 一 排 到 最 后 .不 过 ,如 果 设 有 其 他 的 信息 ,这 种 排序 则 
无 法 反映 队 与 队 之 间 的 差距 . 

钊 在 分 析 随机 试验 时 ,对 每 个 可 能 的 结果 都 可 以 用 0 与 1 
之 间 的 数 表 示 它 们 所 发 生 的 可 能 性 ,事件 4 EEB 发 生 的 可 
能 性 大 等 价 于 概率 P(A) > PL(B). 因 此 , 当 事 件 4 与 8 互 不 相 
容 时 , P(A4UB) = P(4)+ PCB). ERARE, BRT E 
忻 发 生 的 可 能 性 的 大 小 , 反 过 来 ,再 利用 机 率 依 事件 发 生 的 可 能 
性 为 事 性 排序 . 互 不 相 容 的 事件 的 并 集运 算 与 有 理 数 的 加 法 运 
算 相 对 应 . 

生 运 动 队 的 队 服 上 和 通常 都 印 有 号 码 .虽然 这 些 导 码 有 时 表 
示 运 动员 的 指定 位 置 ,但 对 这 些 号 码 进行 算术 运算 或 关系 运算 
没有 任何 意义 .这 些 号 码 仅 用 作 编 码 . 

上 述 对 数 的 应 用 的 分 类 方式 似乎 太 简 单 而 不 值 一 查 .但 是 ， 


这 种 分 类 方式 却 为 大 量 的 数量 推 理 任 务 组 织 成 一 个 可 处 理 的 系 


统 框架 迈 出 了 第 一 步 ,也 就 是 它 提 供 了 一 种 从 零散 的 数 的 概念 、 
技能 和 应 用 中 找到 具有 意义 的 主题 的 方法 .这 种 分 类 方式 经 过 
适当 提炼 后 可 以 帮助 老师 和 学 生 揭 示 数 的 实践 意义 ,这 样 做 恰 
好 起 到 了 妍 兄 树 本 又 见 森 林 的 教育 作用 . 

为 此 , 尤 西 斯 金 (Usiskin) 和 贝尔 (Bell) 对 数 的 基本 上 应 用 进 
行 了 更 具体 的 分 析 ,他 们 认为 单个 数 有 6 种 不 同 的 用 途 ， 

多 为 离散 集体 {人口 或 群体 ) 计 数 ; 

OSA (Ht) 长度. 质量) 的 浏 量 值 ; 

SEEI ,概率 、 地 图 标 度 ); 

Oe CAE .村 线 .测验 分 数 ); 

曙 代 码 (公路 .电话 .产品 型 号 ); 

多 公式 中 的 常数 (如 A =nr PAY x}. 

与 上 述 分 类 法 平行 的 一 种 分 类 提 册 了 使 得 数 的 运算 可 以 与 
数 所 描述 的 对 象 的 运算 相对 应 的 方式 ， 

全 以 加 法 做 合 并 或 移 人 的 模型 ; 

全 以 减法 做 拿 走 比较、 移出 或 加 法 的 逆 运 算 的 模型 ; 

和 以 乘法 做 大 小 的 变化 .交叉 相 委 或 比率 因子 的 使 用 的 模型 ; 

全 以 除法 做 比率 、 比 率 除 法 、 大 小 变化 除法 或 莱 法 的 逆 运 
算 作 为 模型 . 

虽然 数学 家 和 老师 们 可 能 会 对 这 类 范畴 的 意义 及 其 完备 性 
或 独立 性 提出 疑义 ,但 是 ,对 这 种 分 析 的 关注 ,似乎 肯定 把 教学 
的 注意 力 转向 帮助 学 生 有 效 地 使 用 数 来 解决 问题 这 一 基本 任务 
上 来 . 数 以 不 同 的 方式 被 使 用 的 例子 ,恰好 择 其 要 点 地 说 明了 任 
何 数 量 推 理 任 务 的 基本 构成 . 简 而 言 之 ,数量 推理 涉及 现象 、 数 
共 以 及 现象 与 保持 基本 结构 的 数 之 问 的 对 应 关系 ,每 个 对 象 以 
这 样 的 方式 被 指定 一 个 数 , 即 “ 相 做 的 ?对 银 具 有 "相似 的 " 数 以 
及 对 象 间 的 关系 对 应 数 系 中 的 关系 .为 了 理解 这 种 建 模 过 程 ,学 
生 们 需要 对 各 种 数 系 的 结构 性 质 有 深刻 的 认识 . 
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虽然 学 生 们 必须 掌握 处 理 许多 有 具体 的 数 的 应 用 方面 的 相当 
不 错 的 技巧 ,但 是 他 们 还 要 对 数 的 应 用 所 共有 的 性 质 有 广泛 的 
了 解 .人 们 从 数学 教育 的 研究 中 发 现 , 对 数学 系统 的 基本 结构 特 
性 的 理解 有 利于 这 些 系 统 的 记忆 及 其 对 新 问题 的 应 用 .因此 ,学 
校 数学 应 该 强调 不 同类 列 的 数 系 可 以 作为 测量 .排序 和 编码 的 
模型 ,同时 强调 标准 运算 在 数量 问题 中 的 基本 的 模型 作用 . 


变量 与 关系 


数 的 基本 用 途 集 中 于 对 特殊 的 定量 事实 进行 描述 和 推断 . 
例如 ,每 个 糖 棒 50 美 分 ,5 根 糖 棒 值 多 少 ? 一 块 长 50 ER, E 
3 英尺 的 土地 的 面积 ,一 辆 小 汽车 5 小 时 行驶 了 300 英里 , 求 
它 的 平均 连 度 .掌握 这 些 任务 所 要 求 的 概念 肯定 是 学 校 数学 教 
学 任务 的 重点 和 难点 .但 是 ,对 于 数量 推理 所 得 到 的 结果 远 比 那 
些 单 纯 用 数 刻 划 的 事实 更 具 威 力 ,这 种 数量 推理 稳固 地 根植 于 
数 和 有 关 计 算 的 一 般 模 式 之 中 . 

典型 模式 是 描述 两 个 或 儿 个 不 同 数量 之 间 的 关系 .例如 ; 

旬 随 着 时 间 的 推移 ,有 潮 深 水 河 段 里 水 的 深度 按照 周期 模 
起 增加 和 减少 ; 

色 随 着 银行 储 著 利率 的 提高 ,每 个 月 定期 储蓄 利息 也 随 之 
提高 ; 

SRIENE, 其 边 长 依次 为 1,2,3,4,5,…, 则 它们 
的 面积 依次 为 1.4,9,16.25.…; 

鲁 对 于 任何 底 为 上 ,高 为 严 的 长 方形 ,其 周 长 p 等 于 25 +2h. 

解决 这 些 模式 所 需要 的 关键 数学 知识 是 初等 代数 中 的 一 些 
核心 概念 :如 变量 ,函数 .关系 ,方程 .不等式 及 变化 率 . 如 今 在 学 
校 数学 中 ,学 生 们 驯 花 大 景 时 间 学 习 用 字母 表示 未 知 的 变量 以 
及 对 这 些 数 如 上 条 件 的 方程 或 不 等 式 . 代 数学 教学 集中 于 对 符 
号 表达 式 进 行 变换 的 形式 过 程 和 解 方程 求 变量 的 隐藏 值 ， 

但 是 这 些 技 巧 公 是 代数 学 所 提供 药 一 小 部 分 内 容 . 在 上 述 
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每 个 例子 或 其 他 无 数 的 类 似 的 问题 中 ,概念 的 核心 是 要 理解 几 
个 变量 之 闻 的 关系 ,学生 们 所 需要 理解 的 变量 的 概念 并 不 单纯 
是 指 一 种 “表示 数 的 字母 "或 “方程 中 的 未 知 数 ”, 它 还 必须 包括 
随 着 发 生 条 件 的 变化 而 变化 的 可 测量 的 变量 . 

变量 本 身 通常 并 没有 意义 ,但 是 只 有 在 与 其 他 变量 发 生 关 
系 时 才 显 得 意义 重大 .在 代数 学 大 多 数 实际 的 应 用 中 ,基本 的 任 
务 并 不 是 求 满足 特殊 条 件 的 x 的 值 ,而 是 “对 所 有 的 x” 分 析 x 
Sy 之 间 的 关系 . 考 卉 这 种 关系 ,最 有 用 的 代数 学 思想 是 函数 的 
概念 . 

为 了 培养 学 生 们 对 代数 学 所 要 求 的 实际 应 用 的 理解 力 , 他 
们 需要 接触 和 分 析 由 变量 之 间 的 关系 所 刻 划 的 各 种 各 样 的 情 
况 , 他 们 需要 理解 下 面 几 种 关系 语句 ;如 “y RAF”, y 是 x 
的 函数 ”, 或 “x 的 变化 引起 y 的 变化 ". 如果 他 们 能 开发 判 据 的 
宝库 ,根据 他 们 所 过 到 的 关系 的 结构 特点 把 这 些 关 系 加 以 刻 划 
和 分 类 ,将 会 对 他 们 的 学 习 有 所 带动 . 例如 ,美国 科学 促进 协会 
的 报告 4 为 了 所 有 美国 人 的 科学 ?指出 学 生 们 至 少 应 对 以 下 几 种 
变量 之 间 的 关系 十 分 敏感 ( 见 图 2): 


多 正 变化 和 逆 变 化 一 一 当 一 个 变量 增加 时 , 另 一 个 变量 也 
以 类 似 的 比率 增加 (或 减少 )， 

生 加 速 变 化 一 一 当 一 个 变量 均匀 增加 时 , 另 一 个 变量 以 增 
加 的 比率 增加 ; 

三 收 化 变化 一 一 当 一 个 变量 无 限 增加 时 , 另 一 个 变量 趋向 
于 某 一 极限 值 ; 

和 周期 变化 一 一 当 一 个 变量 一 致 增加 时 , 另 一 个 变量 则 周 
期 性 地 增加 和 减少 ; 


委 阶 梯 变 化 一 一 当 一 个 变 景 增加 时 , 另 一 个 变量 只 路 式 地 
变化 . 
学 习 整 个 关系 族 的 性 质 所 体现 的 思想 ,在 所 有 数学 中 都 是 
典型 的 :从 表面 上 截然 不 同 的 现象 认识 其 结构 的 相似 性 使 我 们 
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图 3 以 上 所 种 基本 类 型 的 变 重 之 间 关 系 的 特点 可 雇 从 具有 代表 性 的 图 
形 中 看 到 .图 (a} 和 (b) 刻 划 了 正 向 关系 和 逆向 关系 ;(c) 和 (d) 鹿 划 了 
加 速 变化 和 收 合 变 化 ;te) 和 (站 刻 划 了 周期 变化 和 输 梯 变 尼 .事实 上 ， 

[71] 所 有 实际 观察 到 的 变化 都 是 由 这 些 基本 变化 复合 而 成 的 . 


能 应 用 成 功 的 推理 方法 去 解决 新 问题 .由 于 代数 学 的 侧重 点 转 
向 了 变量 和 函数 ,人 们 可 以 应 用 方程 与 不 等 式 表 示 特 殊 的 条 忻 : 

全 如 果 抛 射 物 的 高 度 是 其 飞行 时 间 的 隔 数 ,满足 htt) = 
— 16274 882, ABA FAAS — 1627 + 88: = 0 可 以 问 何 时 抛射 物 
才能 落 在 地 面 上 ( 殉 图 3). 


图 3 抛射 物 的 高 度 是 其 飞行 时 间 的 画 数 ,其 函数 图 银 是 标准 的 抛物 线 轨 
道 . 


全 如 果 一 个 国家 的 人 口 { 单 位 :至 万 ) 是 时 间 的 函数 ,满足 
p(t) = 120x (2°) ,那么 不 等 式 120 (2°) <20 表示 了 何 
时 该 国家 的 人 归 保持 在 2 亿 以 下 ( 见 图 4). 


图 4 普通 指数 曲线 描绘 了 一 个 国家 人 口 增长 所 满足 的 方程 . 
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当然 ,把 数量 关系 理解 为 函数 促使 我 们 思考 超出 用 熟知 的 
方程 描述 的 问题 .扩大 到 对 象 的 变化 率 . 极 大 极 小 和 总 趋势 的 概 
念 问题 .虽然 这 些 问题 一 般 不 是 学 校 代数 所 考虑 的 核心 内 容 , 但 
它们 无 疑 是 用 代数 表达 式 建 模 的 任何 情况 下 应 考虑 的 重要 问 
题 . 


程 F 


有 效 解决 问题 的 第 一 步 是 分 析 问 题 , 确 定 与 问题 条 件 相 匹 
配 的 数 的 概念 ,但 这 只 是 解决 问题 的 建 模 阶段 的 一 部 分 一 一 用 
概念 措 述 已 知 对 象 . 解 决 问题 还 需要 推断 出 能 产生 新 见解 的 新 
信息 .在 数学 中 ,这 种 推断 始终 依赖 表示 信息 及 处 理 信息 的 综合 
技巧 ,对 于 数量 问题 ,还 要 依赖 计算 结果 的 过 程 .最 近 数 学 教学 
法 的 分 析 把 这 种 知识 称 为 “程序 ”知识 ,为 的 是 与 “概念 "知识 { 即 
需要 确定 基本 思想 的 知识 ) 形 成 对 比 .4 程序 知识 包括 表示 信息 
的 技巧 及 实施 运算 得 到 特殊 数值 问题 解 的 技巧 . 


WR 


形式 数学 是 一 门 研究 从 对 象 的 模式 中 抽象 出 的 心智 构造 的 
学 科 . 不 过 数学 家 们 要 花 很 大 的 精力 才能 找到 在 具体 形式 中 表 
示 数 学 思想 的 方法 ,其 目的 是 建立 用 毫 不 含 精 和 紧凑 的 形式 有 
效 地 传播 数学 信息 的 符号 体系 . 

人 类 思想 的 表示 有 动 于 记忆 ,而 且 是 交流 的 中 介 .数学 表示 
本 身 也 是 研究 的 对 锭 一 一 这 种 新 的 抽象 资料 常常 作为 具体 情况 
下 待定 模式 的 有 用 模型 . 

能 够 有 效 地 表示 数 的 基本 思想 的 是 数 的 位 值 制 .用 标准 的 
以 10 为 底 的 计数 法 ,每 个 整数 都 让 唯一 的 表示 ,每 个 有 理 数 都 
可 以 表示 成 十 进 制 分 数 或 整数 商 的 形式 .这 些 常用 的 数 系 有 时 
被 不 同 底数 的 位 值 制 所 代 普 ,特别 是 为 达到 某 种 特殊 目的 ,采用 
不 同 底 的 位 值 制 计数 法 显然 有 助 于 问题 的 解决 . 
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虽然 数 的 位 值 制 今 天 看 起 来 显而易见 ,但 是 在 数学 教学 中 
应 该 记 住 这 种 强 有 力 的 表示 系统 的 演化 过 程 经 历 了 很 长 时 间 . 
在 早期 美 尝 不 达 米 亚 数 学 时 民 就 有 使 用 60 进 制 计数 法 的 记录 ， 
然而 ,位 值 概念 到 了 和 希腊 数学 的 黄金 时 代 却 一 度 失去 了 它 的 魅 
力 ,直到 公元 8 世纪 印度 数学 家 认识 到 0 的 位 合作 用 后 , 才 真 正 
获得 了 位 值 概念 的 基础 . 

表示 数 的 信息 的 第 二 大 任务 是 表达 对 所 有 的 数 不 管 是 许多 
数 还 是 某 些 未 知 数 都 成 立 的 关系 .所 涉及 的 基本 的 数学 概念 是 
变量 .函数 及 关系 .我 们 现在 习惯 用 字母 命名 变量 ,并 用 字母 书 
写 函 数 和 关系 .但 是 ,值得 往 意 的 是 ,当代 代数 学 概念 的 历史 发 
懂 是 一 个 漫长 的 过 程 一 一 其 事实 证 据 是 用 像 y = x? -4(x + 
2) “这样 的 代数 语句 刻 划 变 量 之 间 关 系 的 过 程 决 非 显然 . 


BRR 


虽然 传统 的 位 值 数 码 和 代数 式 都 是 记录 数量 信息 的 最 重要 
的 符号 形式 ,但 基 许 多 其 他 表示 形式 也 常用 .最 常用 的 是 用 直线 
上 的 点 表示 数 , 用 平面 上 的 点 表示 数 对 . 

例如 , 像 |x -21 反 3 这 样 的 变量 条 件 在 代数 及 其 应 用 方面 
很 常见 , 它 的 解 可 以 用 类 似 的 符号 形式 给 出 ,不 过 把 它 的 解 画 在 
数 直线 上 也 差不多 同样 常见 (图 5) ,虽然 图 象 表示 不 像 符 导 搞 
述 那 样 紧 竣 或 便于 计算 ,但 是 它 可 以 使 人 们 对 数 所 满足 的 条 件 
有 一 个 全 面 形象 的 认识 . 


PAS 数 直 线 上 的 杠 线 面 过 的 区 间 就 刻 划 了 满足 1x - 21<3 的 所 有 点 . 


当 一 个 变量 是 另 一 个 变量 的 函数 时 ,用 可 视 表 示 展 现 变量 


[74] 间 的 关系 就 特别 方便 ,下面 是 一 个 常见 的 例子 :4 英寸 摩 的 活塞 
EAL 3000 转 “ 分 的 速度 运转 的 机 器 中 ,活塞 的 位 置 可 由 函数 
y = 2sin(100rt ) WARE. 表示 时 间 ,单位 为 秒 .活塞 位 置 的 模型 可 
由 函数 图 象 捕 绘 (图 6) . 像 数 直线 图 象 一 样 ,这 种 刻 划 两 个 变量 
间 关 系 的 可 视图 形 ,并 不 能 有 效 地 帮助 计算 ,但 它 能 揭示 活塞 运 
动 的 明显 的 周期 模式 ,而 符号 表示 显然 没有 图 示 那 么 明显 . 


图 6 活塞 的 运动 可 用 正 蓄 曲线 刻 划 ,由 图 可 见 它 比 代数 式 能 更 有 效 地 撒 
述 某 些 信息 . 


应 用 数 直线 和 坐标 图 象 是 人 们 很 熟悉 的 数学 技巧 .不 过 图 
象 计算 器 和 计算 机 软件 的 出 现 , 却 给 人 们 作 图 及 其 应 用 带 来 了 
极 大 的 便利 .现在 人 们 利用 公式 、 科 学 试验 得 到 的 数据 或 是 计算 
机 所 接触 的 大 量 数 据 迅速 而 准确 地 作 图 ,已 成 为 可 能 .结果 ,图 
象 显示 变 得 越 来 越 普通 而 且 越 来 越 复杂 .因而 , 对 数学 学 生来 
说 ,重要 的 是 要 善于 合理 地 解释 图 象 表示 ,并 月 理解 代表 同一 思 
想 的 符号 的 .图 象 的 及 数码 的 形式 之 人 间 的 联系 . 

在 教学 中 , 曾 对 使 用 这 些 相互 关联 的 多 种 表示 形式 的 潜在 
好 处 抱 有 很 大 希望 .但 是 ,早期 的 经 验 告 诉 人 们 图 象 所 提供 的 信 
息 并 不 像 人 们 想象 的 那样 容易 被 初学 者 掌握 ,而 且 计 算 机 显示 

75) 的 固有 的 尺度 和 有 限 的 视窗 会 产生 惊人 的 感性 的 误解 . 


it MRR 


数字 模式 和 代数 模式 的 笛 卡 儿 图 象 仅仅 是 在 一 系列 对 定 基 
数据 可 视 表 示 中 的 最 熟悉 的 方法 . 

正在 发 展 的 图 论 和 网 络 理论 包含 许多 表示 相互 作用 的 数量 
结构 和 空间 结构 的 新 技巧 .有 些 情 况 网 络 图 可 用 来 表示 沿 各 种 
可 能 的 途径 托运 货物 或 铺设 公用 线路 所 需 费 用 的 数量 信息 .其 
他 情况 数字 表示 (如 人 矩阵} 可 用 来 组 织 .描述 一 个 图 象 的 数码 之 
个 所 有 可 能 通道 的 数目 的 几何 信息 .探测 数据 分 析 领域 包含 许 
多 其 他 的 以 快捷 、 精 确 有效 的 方式 来 传达 数据 信息 的 新 的 、 有 
效 的 技巧 .计算 机 的 使 用 使 上 述 方法 在 应 用 数学 的 所 有 领域 都 
变 得 切实 可 行 . 

使 用 紧凑 的 符号 形式 表示 变量 间 关 系 的 主要 原因 之 一 是 用 
单纯 的 符号 语句 表达 多 个 数 或 n 数组 的 整个 模式 ,叙述 极其 简 
炼 .然而 ,把 大 量 煞 据 简化 成 符号 规则 的 抽象 过 程 ,往往 使 潜在 
的 使 用 者 不 易 掌 握 这 些 数 据 中 的 信息 .幸运 的 是 ,计算 机 却 能 轻 


松 地 显示 并 解释 大 量 数据 的 集合 . 

支付 AL BE ait E. 
$5000.00 

$445.00 $50.00 $395.00 $4605.00 
$445.00 $46.05 $398.95 $4206.05 
$445.00 $42.06 $402.94 $3803.11 
$445.00 $35.03 $406.97 $3396.14 
$445.06 $33.96 $411.04 $2985.10 
$445.00 $29.85 $415.15 $2569.95 
$445.00 $25.70 $419.30 $2150.65 
$445.00 $21.51 $423.49 $1727.16 
$445.00 $17.27 $427.73 $1299.43 
$445.00 $12.99 $432.01 $967.43 
$445.00 $8.67 $436.33 $431.10 
$445.00 $4.31 $440.69 ($9.59) 


图 7 这 张 表格 表示 了 一 个 3000 美 元 的 贷款 ,以 OMA BAI, EA 
支付 445 美元 的 收 付 差额 关系 . 


[76] 


例如 ,差分 方程 y, ,1 = 1. Oly, ~ 445, RF yo = 5000, 描 
述 了 一 个 5000 美元 的 贷款 ,以 12% 的 利息 偿还 ,每 个 月 应 支付 
445 芋 元 的 收 付 差额 关系 .对 多数 人 来 说 ,贷款 的 美元 价值 以 及 
从 支付 到 本 金 和 利息 的 分 布 情况 的 实际 模式 通常 是 用 一 张 简单 
的 表 来 显示 出 来 (图 7). 

当然 ,构造 这 张 表格 需要 具备 用 符 寻 形式 表示 量 的 关系 的 
某 种 能 力 . 这 里 使 用 的 是 如 下 形式 的 指数 变化 的 递 推 公 式 ; 


支付 利息 RS 收 付 差额 

= 500,000 
二 4 和 4 和 =0.01% Dy = Aq— By = D- C4 
= Ay =0.01 * Da = A4- Ba = Dy- Cs 


计算 机 产生 的 代数 式 的 数值 表示 ,已 证 明 是 解决 实际 问题 
的 很 有 用 的 工具 ,例如 ,在 上 例 中 我 们 使 用 的 是 逐次 逼近 法 计算 
每 月 应 支付 的 金额 ,并 没有 使 用 传统 的 常用 公式 ,但 是 这 些 表示 
可 以 作为 由 算术 的 具体 世界 过 渡 到 更 抽象 的 代数 (以 及 由 “对 于 
所 有 *…… ”开始 的 命题 ) 世 界 的 桥梁 .并 且 , 当 利用 计算 机 曲线 
拟 合 工具 找到 适合 数值 数据 的 模式 的 符号 规则 时 ,有 关 表 示 的 
网 络 又 还 原 回 去 了 ， 


算 法 


程序 知识 的 第 二 个 主要 方面 包括 许多 利用 数学 信息 解决 问 
题 的 技巧 ,通常 称 之 为 “算法 ”. 算 法 是 一 种 “如 何在 有 限 步 之 内 
由 输入 的 信息 产生 特殊 的 输出 信息 的 经 过 精细 定义 的 指令 序 
列 .” 

培养 学 生 实施 数学 算法 的 技巧 已 成 为 中 小 学 数学 课 的 重 
点 -最 重要 的 算法 是 整数 .普通 分 数 和 小 数 的 如 , 减 . 乘 、 除 运算 
以 及 代数 学 中 关于 多 项 式 和 有 理 表 达 式 的 相应 运算 .但 是 这 些 
算法 仅 是 众多 的 常用 数学 工具 中 最 基本 .最 熟悉 的 那 一 部 分 . 例 
如 , 欧 几 里 得 算法 只 是 由 两 个 整数 求 出 最 大 公 因 数 的 几 个 常用 
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方法 中 的 一 种 ; 埃 拉 托 塞 尼 (Eratosthenes) 发 明 的 得 法 仅 是 许多 
辨别 出 素数 的 算法 中 的 一 种 ;二 次 求 根 公式 只 是 许多 求解 二 次 
方程 算法 中 的 一 种 ;还 有 许多 算法 可 用 来 求解 线性 方程 组 和 线 
性 不 等 式 组 . 

算法 的 设计 和 应 用 显然 是 数学 的 中 心 ,数学 的 威力 就 来 自 
于 它 的 抽象 思想 可 以 被 用 于 解决 表面 上 没有 相似 性 的 问题 .用 
于 商业 和 经 济 方面 的 算术 及 代数 算法 同 用 于 物理 学 和 工程 方面 
的 算法 一 样 ,同时 ,数学 算法 的 这 种 独立 于 上 下 文 的 特性 使 它们 
易于 计算 机 编程 .这 一 事实 包含 着 学 校 课程 的 主要 东西 :在 中 小 
学 数学 教学 中 具有 基础 作用 并 其 有 广泛 应 用 性 的 任何 具体 算法 
一 定 会 被 编程 ,并 在 普通 计算 器 和 计算 机 软件 中 使 用 .廉价 的 计 
算 器 能 够 完成 学 校 讲 授 的 大 部 分 关于 数 .符号 及 图 象 的 算法 . 因 
此 ,现行 技术 严重 破坏 了 那 种 认为 学 生 必 须发 展 熟 练 实施 特殊 
算法 的 论点 (因为 他 们 在 今后 生活 中 需要 这 种 技巧 ) 

同时 ,对 具体 算法 的 学 习 已 削弱 了 学 校 数学 的 重要 性 ,而 每 
个 人 进行 数量 工作 需要 理解 算法 的 观点 却 变 得 更 加 重要 
了 .3,% 要 想 成 为 一 名 计算 机 算法 语言 的 明智 的 使 用 者 ,那么 
理解 算法 的 精确 性 ,经 济 性 和 稳健 性 的 属性 以 及 在 传统 数学 教 
学 中 不 受 青睐 的 那些 基本 概念 (如 归纳 、 道 推 ) 则 是 很 有 用 的 . 简 
Naz, 当 计算 器 和 计算 机 接替 常规 的 运算 程 订 后 ,数学 的 算法 
方面 将 以 不 同 的 姿态 出 现在 人 们 面前 ,这 种 新 情况 需要 人 人 们 重 
新 考虑 学 校 数 学 中 数量 学 习 的 月 的 ， 


概念 知识 和 程序 知识 


计算 器 和 计算 机 已 经 明显 地 接替 了 数量 信息 表示 与 操作 的 
常规 内 容 , 即 程序 知识 的 两 个 关键 组 成 部 分 .把 这 些 新 条 件 转 换 
为 课堂 教学 的 新 目标 ,这 一 任务 又 提出 了 一 个 涉及 概念 知识 与 
程序 知识 相互 作用 的 关键 性 的 心理 学 问题 .许多 数学 教育 工作 
者 担心 过 多 地 使 用 计算 器 和 计算 机 工具 ,而 忽视 对 运算 技巧 的 
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培养 ,将 会 有 碍 于 发 展 对 概念 的 理解 .解决 问题 的 效率 以 及 学 习 
新 的 高 等 数学 的 能 力 . 

数学 理解 力 与 数学 技巧 之 间 的 相互 作用 问题 已 研究 .探讨 
过 许多 年 ,但 在 过 去 的 十 年 中 它 又 重新 成 为 热门 话题 .对 70 多 
项 调查 研究 ?的 最 新 数据 分 析 表 明 :计算 器 的 合理 使 用 能 够 增 
强 学 生 对 概念 的 理解 力 .解决 问题 的 能 力 以 及 学 习 数 学 的 积极 
性 ,这 对 传统 技巧 的 掌握 并 没有 明显 损害 .对 代数 学 的 更 有 限 的 
研究 也 得 到 了 类 似 的 结论 . 盟 然 关于 这 种 主题 已 做 了 大 量 带 有 
进展 性 的 工作 ,但 主要 的 报告 结果 来 源 于 德 马 纳 和 药 泽 尔 (De- 
mana and Leitzel} .8 

然而 ,在 几乎 所 有 的 这 些 实验 中 ,计算 器 或 计算 机 都 是 被 用 
做 对 传统 的 算术 技巧 及 代数 技巧 的 补充 指导 .如 果 做 一 个 大 胆 
尝试 ,让 学 生 们 主要 依靠 技术 的 帮助 进行 算术 及 符号 运算 ,其 结 
果 将 会 怎样 ? 这 是 一 个 开放 的 而 且 很 重要 的 问题 .可 以 肯定 地 
说 ,关于 概念 知识 与 程序 知识 的 适当 考虑 的 争论 将 会 持续 一 段 
时 间 . 这 肯定 是 学 校 数 学 中 由 技术 的 影响 引出 的 中 心 议 题 . 


数字 感觉 


学 校 数 学 的 侧重 点 从 传统 的 技巧 转移 到 概念 和 解决 问题 ， 
虽然 对 其 风险 与 益处 仍 在 争论 不 体 ,但 在 讨论 培养 学 生 完成 各 
种 数量 推理 的 重要 性 方面 , 即 培 养 所 谓 “ 数 觉 " 方 面 , 却 达成 了 一 
致 的 意见 .即使 机 器 接替 了 大 量 计算 ,对 机 器 的 使 用 者 来 说 , 陪 
明 地 设计 正确 算法 和 解释 结果 仍然 很 重要 .设计 计算 需要 充分 
理解 运算 的 意义 , 即 与 各 种 算术 运算 相对 应 的 对 象 的 行为 特征 . 
解释 结果 需要 会 判断 机 器 输出 的 某 个 结果 正确 与 否 ,如果 有 错 ， 
错误 是 来 自 数 据 输 人 .运算 的 选择 或 是 机 器 的 运行 .{1989 年 2 
月 出 版 的 《算术 教师 ?一 书 详细 讨论 了 数 党 的 发 展 ,特别 是 霍 丹 
{Howden) 的 文章 .16) 

验 诈 数 值 结 果 的 合理 性 需要 两 种 基本 技巧 :首先 是 要 对 现 
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实 世 界 的 数量 知识 有 广泛 了 解 .例如 ,美国 的 人 口 是 接 近 2000 
万 2 人 忆 , 还 是 20 亿 ? 飞机 的 速度 是 接近 100 千 米 /时 .1000 F 
米 / 时 ,还 是 10000 于 米 / 时 ? 件 么 数 接近 销售 税 、 汽 车 贷款 , 饭 
店 小 费 或 大 型 垒球 团 性 进 球 成 绩 的 百分比 呢 ? 虽然 这 种 信息 并 
不 是 形式 数学 的 内 容 ,但 是 它 对 于 判断 算术 应 用 于 实际 问题 却 
是 非常 宝贵 的 背景 知识 

计算 上 的 数 觉 的 第 二 个 方面 是 能 迅速 估计 出 数量 级 的 近似 
值 . 当 电子 计算 机 计算 出 一 个 准确 结果 时 ,重要 的 是 用 户 要 验证 
其 结果 是 否 “ 在 一 个 合理 的 范围 内 ” .例如 ,通过 迅速 合 人 和 和 心算 
知道 345 + 257 + 1254 近似 为 1850,85 x 2583 近似 为 200 000. 
这 种 技巧 性 的 心算 并 不 是 通过 大 量 地 训练 在 脑子 里 实施 传统 算 
法 的 方法 得 出 结果 的 ,而 是 通过 对 位 值 的 理解 和 一 位 数字 运算 
的 灵活 应 用 得 出 结果 的 ,这 与 传统 的 算术 目的 截然 不 同 .由 于 过 
去 10 年 对 非 正式 算术 及 估算 的 高 度 重视 ,所 以 现在 针对 这 个 重 
要 但 长 期 被 忽视 的 问题 有 了 明确 的 目的 .生动 的 教材 及 有 效 的 
教学 方法 . 


符号 感觉 


几乎 肯定 存在 一 种 可 比较 的 非 正 式 技巧 , 它 需 要 有 效 地 处 
理 符号 表达 式 和 代数 运算 一 一 培养 学 生 的 符号 感觉 一 一 但 是 这 
方面 的 观念 与 教学 材料 发 展 得 还 不 够 完善 .我 们 教授 符号 感觉 
的 一 组 合理 的 目标 至 少 包括 下 列 基 本 主题 ; 

利 通过 浏览 代数 表达 式 , 就 能 粗略 估计 由 数值 表示 或 图 象 
表示 中 所 出 现 的 模式 的 能 力 . 例 如 ,已 知 f(x) = 50* 2 BA 
号 感觉 的 学 生 可 以 画 出 这 个 函数 的 草图 ,并 且 知 道 函 数值 为 正 
且 单 调 增 加 一 一 当 x 为 负数 时 ,了 (x ) 的 值 较 小 ; 当 x 为 正 数 时 ， 
其 值 随 x 的 增 大 而 迅速 增加 . 

全 具有 对 如 下 形式 的 函数 n,n?,n?,…, nt 的 数值 的 大 小 
进行 有 根据 的 比较 的 能 力 . 这 种 技巧 在 数 与 符号 感觉 之 间架 起 
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了 一 座 桥梁 , 它 在 判断 数学 的 及 傅 息 处 理 任务 (计算 机 科学 的 核 
心 ) 中 的 算法 的 计算 复杂 性 方面 起 着 重要 作用 . 
全 浏 蜂 了 葡 数 值 表 或 图 象 ,或 是 口头 解释 陈述 的 条 件 ,确认 一 
种 表示 适当 模式 的 代数 规则 的 可 能 的 形式 的 能 力 .例如 ,给 出 下 
列表 格 , 具 有 符号 感觉 的 学 生 能 够 预言 ,描述 上 面 数据 最 好 的 函 
数 形式 可 能 是 Cr) = mx + bP m KAW 15,8 RAH 500: 
ABE x 0 0 2 30 4 50 
价格 f(x) 510 675 825 960 1100 1240 
多 检查 代数 运算 ,预测 结果 形式 的 能 力 ;或 者 像 算 术 估 计 那 
样 ,检查 结果 ,然后 判断 运算 过 程 是 否 正确 的 能 力 .例如 ,学生 几 
乎 不 假 思 考 就 应 该 知道 一 次 多 项 式 与 二 次 多 项 式 的 积 是 三 次 多 
Mist. 
全 确定 几 个 等 价 式 中 哪 一 个 最 适合 于 回答 特殊 问题 的 能 
力 .例如 ,良好 的 符号 感觉 应 该 让 学 生 了 解 ,从 多 项 式 的 因 式 分 
解 形式 中 很 容易 得 到 它 的 零点 ,但 计算 其 导数 或 积分 很 困难 . 


目前 科研 项 目 中 有 前 途 的 工作 说 明了 如 何 有 效 地 使 用 数字 
和 图 和 象 计算 机 工具 ,使 学 生 树 立 对 代数 符号 形 武 的 直觉 认识 .无 
疑 ,更 一 般 的 符号 感觉 的 进展 ,仍然 是 在 发 展 数量 的 概念 知识 和 
程序 知识 的 新 方法 的 道路 上 的 一 项 重要 研究 任务 . 


数 系 


对 许 过 学 生来 说 ,数学 是 一 个 由 事实 、 程 序 及 日 常 文字 问题 
构成 的 巨大 的 、 联 系 松散 的 集合 .不 过 ,重要 的 是 要 记 住 数 学 概 
念 的 独特 威力 依赖 于 它 的 抽象 意义 ,这 种 抽象 意义 又 存在 于 每 
个 具体 问题 的 核心 之 中 .学 习 每 个 数学 分 支 的 基本 原理 应 该 包 
括 对 那些 确定 了 它 的 概念 与 方法 之 间 关 系 的 深刻 的 结构 原理 巴 
以 关注 ,对 于 数 系 ,一 些 精干 的 思想 就 确定 了 每 个 数 系 的 结构 . 
当 你 抛 开 有 具体 材料 ,你 就 会 发 现 很 明显 只 要 几 个 核心 原理 就 能 


概括 数 的 所 有 代数 和 拓扑 性 质 . 这 些 原 理 可 以 被 用 于 推导 各 种 


数 系 的 所 有 具体 事实 并 指导 人 们 把 形式 系统 与 重要 的 数量 问题 
HEE. 

在 数 系 的 历史 发 展 中 ,其 进步 开始 于 自然 数 , 经 过 许多 世纪 
的 扩张 ,增加 了 分 数 , 然 后 是 负数 ,最 后 产生 了 严格 刻 划 的 实数 . 
从 接近 20 世纪 末 的 角度 来 看 ,可 以 把 这 些 结构 以 上 到 下 组 织 起 
来 : 

DILAR R 是 唯一 的 完备 有 序 域 ; 

SARAR 0 BR 的 最 小 子 域 ; 

SERR I ER 中 包含 乘法 单位 元 的 最 小 环 ; 

多 自然 数 系 N BR 中 包含 染 法 单位 元 且 在 加 法 下 封闭 的 

其 小 子 集 . 

在 简洁 的 形式 (形式 数学 的 特征 ) 中 ,这 四 种 陈述 包括 了 许 
多 关于 结构 的 信息 .它们 隐 含 着 每 个 数 系 都 是 具有 两 个 二 元 运 
算 和 一 个 二 元 序 关 系 的 集合 ;运算 满足 交换 律 和 结合 律 以 及 乘 
法 对 加 法 的 分 配 律 ; 每 个 数 系 都 有 一 个 加 法 单位 元 和 一 个 先 法 
单位 元 ;对 于 序 关系 相互 作用 的 运算 也 类 似 . 

但 是 ,个 别 数 系 还 有 其 他 重要 性 质 ,这 些 性 盾 从 极 小 特征 来 
看 很 不 明显 ,在 各 种 数 系 的 代数 和 拓扑 性 质 方面 存在 重大 的 差 
别 , 这 些 差 别 在 纯粹 及 应 用 的 角度 有 着 特殊 的 兴趣 .对 数 系 差别 
的 分 析 ( 从 最 简单 的 差别 一 直到 最 细微 的 差别 ) 有 助 于 培养 学 生 
对 数 和 数 系 本 质 的 洞察 力 .虽然 学 生 们 应 该 从 学 校 数学 中 形成 
丰富 的 概念 知识 和 程序 知识, 但 是 同样 重要 的 是 ,他 们 应 领悟 那 
些 为 数 系 提供 远 辑 相关 性 的 理论 震 理 . 


自然 数 和 整数 


自然 数 和 整数 的 基本 加 法 .乘法 及 序 结构 都 是 建立 在 几 个 
简单 而 重要 的 原理 基础 上 的 .首先 是 有 限 归 纳 原 理 : 
WM BAD 1 的 自然 数 的 集合 . MOR RR RTFM E, 
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自然 数 k+l ERT MAM 就 包含 所 有 的 自然 数 . 

这 条 性 质 隐 含 着 自然 数 (以 及 它们 的 扩张 一 一 整数 ) 形 成 了 
一 个 离散 集 , 即 在 一 个 等 距 元 素 构 成 的 序列 中 ,任何 一 个 整数 上 
与 它 的 后 继 数 + 1 之 间 没 有 数 .在 一 个 离散 步骤 的 序列 所 实现 
的 任何 过 程 中 ,它们 可 以 为 有 序 阶 段 提供 一 组 下 标 - 

有 了 上限 归 纳 原 理 可 用 于 定义 同 整数 参数 (如 x*") 有 关 的 概念 ; 
还 可 用 于 证 明 与 所 有 自然 数 有 关 的 命题 . 例如 ,为 了 证 明 1+3 
+5+""+ (24 一 1) =n? 对 所 有 自然 数 a 都 成 立 ,我 们 可 以 依 
ARAB, 

1 RM 是 使 方程 成 立 的 所 有 数 构成 的 集合 . 因为 1 = 1， 
所 以 1ENM. 

2. ASR ACM UA 14+3454---4+ (2k -1) =k 
1+ 3454-4 (2k-1) 4 (2k +1) =k? + 2h 4+1=(k 41. 
k+l EREDE, Al k+1c mM. 

3. 利用 有 限 归纳 原理 可 知 ,好 包含 所 有 自然 数 ,从 而 公式 
对 所 有 自然 数 n 都 成 立 ， 

数学 归纳 法 是 数学 中 普遍 使 用 的 证 明 方法 , 它 对 于 像 二 项 
式 定理 这 样 的 组 合 命题 具有 特殊 作用 .在 以 离散 算法 过 程 为 研 
究 核心 的 计算 机 科学 中 ,归纳 法 作为 一 种 证 明 技 巧 变 得 特殊 重 
要 ， 

虽然 由 归纳 原理 知道 自然 数 和 整数 都 有 离散 的 序 结 构 , 但 
两 者 存在 一 个 关键 性 的 差别 一 一 整数 存在 加 法 逆 运 算 , 即 :对 每 
个 整数 a ,都 存在 整数 - e ,使 得 a + ( -a)=0. 这 使 得 整数 构 
成 一 个 加 法 群 , 且 对 所 有 有 序 整 数 对 ,都 可 以 定义 减法 运算 ;对 
于 每 个 形 如 a + x =) 的 方程 在 了 中 都 有 唯一 解 . 

RE N 和 1 的 加 法 结构 极其 正规 且 易 于 计算 ,但 自然 数 和 
整数 的 乘法 和 除法 却 颇 具有 趣 的 挑战 性 . 因为 整数 不 存在 乘法 
Matis BC 和 - 1 除外 ), 所 以 除法 运算 在 N 和 了 中 受到 了 限 
制 ,许多 形 如 ax = b 的 方程 没有 整数 解 .而 且 不 存在 简单 的 模 


式 用 以 说 明 乘 法 方程 (或 除法 方程 ) 的 可 解 性 . 整数 24 可 被 2， 
3,4,6,8 和 12 整除 ,但 与 之 相 邻 的 23 却 没有 真 因子 ,25 只 有 一 
个 真 因子 .因此 ,由 24 个 对 象 组 成 的 集合 可 以 看 种 不 同 的 方式 
分 解 成 元 素 个 数 相同 的 子 集 , 但 由 23 个 对 象 组 成 的 集合 却 不 能 
以 上 述 任何 方式 等 分 . 

整数 的 乘法 和 除法 由 两 条 重要 性 质 支配 .算术 基本 定理 保 
证 每 个 正 整 数 都 可 以 用 正确 方法 写成 素 因 子 的 积 .除法 算法 保 
证 对 任何 正 整数 a 和 5 ,都 存在 唯一 的 整数 9 Hr 使 4 = bg +r, 
其 中 0s<r<4. 这 两 个 原理 在 数论 .在 更 一 般 的 形式 中 ,或 是 在 
代数 学 中 都 有 极其 广泛 的 实践 和 理论 意义 . 

第 一 个 一 一 素 因 子 分 解 定 理 一 一 是 数学 中 许多 类 似 的 结果 
之 一 ,这 一 定理 说 明 无 论 多 人 么 复杂 的 表达 式 , 一 旦 被 写成 不 可 约 
因子 积 的 形式 , 它 都 能 被 有 效 地 研究 . 它 的 应 用 范围 从 简单 地 寻 
找 最 小 公 倍 数 或 最 大 公约 数 开始 到 多项式 的 代数 基本 定理 , 即 
每 个 复 系数 的 多 项 式 都 可 以 被 写成 线性 因子 积 的 形式 (由 此 很 
容易 得 到 多 项 式 的 霍 点 )， 

当然 ,除法 算法 基本 上 是 针对 自然 数 和 小 数 的 长 除法 以 及 
相应 的 代数 索 项 式 的 因子 定理 这 种 熟悉 过 程 的 . 它 为 发 展 同 余 
类 的 算术 提供 了 一 个 基本 概念 :对 任何 整数 e Mb, = 5 
(mod m) 的 充 要 条 件 是 存在 上 使 得 a = mk + 8. 由 这 种 理论 产 
生 的 有 限 循环 群 和 域 ,它们 作为 离散 现象 的 模型 具有 惊人 的 作 
用 ,其 中 包括 在 计算 机 科学 .在 密码 术 以 及 在 商业 和 政府 信息 的 
传输 与 存储 方面 都 有 越 来 越 重要 的 作用 . 


有 理 数 
每 个 元 素 均 能 表示 成 两 个 整数 a 与 $ AD a/b (6 不 为 0) 
形式 的 最 小 数 系 ,当然 是 有 理 数 系 0Q. 数 学 家 们 称 0 为 一 个 域 ， 


域 是 用 来 描述 与 数 的 性 质 类 似 的 其 他 结构 . 在 Q 中 ,每 个 非 零 
元 素 都 有 乘法 的 逆 元 ,每 个 形 如 rx + * = 上 的 线性 方程 ,对 有 理 
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oa 


Bers 和 :rzx0) 均 有 唯一 解 . 这 种 代数 威力 是 在 损害 简单 性 


的 条 件 下 获得 的 ， 

有 理 数 在 标准 顺序 之 下 是 一 个 稠密 集 一 一 每 两 个 有 理 数 之 
间 总 存在 第 三 个 有 理 数 ,尤其 是 存在 想 多 小 就 有 多 小 的 正 有 理 
数 , 另 外 ,对 任何 有 理 数 a 和 6 ,都 存在 n 使 得 na > 8; 这 条 性 质 
使 有 理 数 集成 为 阿 基 米 德 (Archimedean) 有 序 城 .虽然 有 理 数 的 
运算 和 序 关系 比 整 数 要 复杂 得 多 ,但 & 的 稠密 性 和 阿 基 米 德 性 
质 为 测量 的 精确 性 更 定 了 基础 , 它 还 能 保证 尾 何 有 限 的 长 度 均 
能 用 任意 加 细 的 长 度 单位 覆盖 . 


实 数 


自然 数 整数 和 有 理 数 为 形式 系统 提供 了 许多 实际 数量 推 
理 任务 的 结构 模型 . 但 是 直到 2000 年 以 前 才 提 出 了 这 些 数 系 解 
决 不 了 的 问题 ,知道 了 有 理 数 并 不 是 数 系 的 最 终 形 式 . 当 证 明了 
不 存在 这 样 的 有 理 数 其 平方 是 2( 或 3, 或 5 或 每 个 不 能 表示 成 
平方 形式 的 其 他 整数 ) 的 事实 后 , 便 暴露 了 有 理 数 系 的 代数 不 完 
备 性 (图 8). 当 用 数 度量 几何 图 形 时 , 毕 达 哥 拉 斯 定理 说 明了 有 
些 线段 不 能 用 有 理 数 度量 , 在 仅 有 有 理 坐 标点 的 数 直 线 上 存在 
着 “ 洞 "(尽管 洞 不 太 大 ). 


图 8 由 于 不 存在 等 于 ,2 的 有 理 数 ,所 以 在 对 应 于 边 长 为 1 的 正方 形 对 角 
线 长 度 的 有 理 数 直线 的 位 置 上 有 个 润 ， 


可 以 用 多 种 形式 把 有 理 数 扩张 成 能 把 这 些 洞 填 满 的 数 集 ， 
一 一 06 一 一 


并 且 满 足 具体 的 代数 和 几何 的 需要 , 例如 ,扩张 集 E (Y2) = 


{ta+5wie,5E0l, 在 适当 定义 加 法 .乘法 及 道 运算 的 条 件 
下 , 便 成 为 一 个 有 序 域 . 但 是 ,能 填 满 所 有 小 洞 的 唯一 完备 的 有 
序 域 是 实数 系 下. 它 是 个 有 序 域 , 它 的 每 个 非 空 . 上 有 界 子 集 在 
中 有 一 个 最 小 的 上 界 .为 R 制定 了 一 种 与 众 不 同 的 作用 的 数 
系 的 关键 定理 是 :每 个 这 样 完备 的 有 序 城 一 定 与 R 同 构 ， 

实数 好 像 只 是 填 满 了 有 理 数 直线 上 “无 穷 小 ”的 洞 ,但 是 真 
正 令 人 吃惊 的 是 这 两 个 数 域 之 间 有 几 个 其 他 的 差别 ,首先 ,虽然 
每 个 有 理 数 都 是 一 个 简单 方程 ax = 5( 这 里 a,b 为 整数 ) 的 解 ， 
但 是 存在 实 超越 数 ( 如 e 和 r) 就 不 是 任何 这 样 的 多 项 式 方程 的 
解 . 其 次 ,有 理 数 可 以 与 自然 数 建立 一 一 对 应 关系 ,因此 有 理 数 
是 无 限 可 数 的 (这 一 惊人 的 结果 直到 本 世纪 初 才 被 充分 认识 )， 
但 这 对 实数 却 不 成 立 . 事 实 上 , 仅 超 越 数 就 比 代 数 数 ( 有 理 代数 
方程 的 解 ) 多 得 多 .虽然 这 个 最 后 结果 至 少 在 100 年 以 前 就 通过 
超 限 基数 的 巧妙 推理 得 以 证 明 , 但 是 关于 上 其 体 实数 的 性 质 仍 存 
在 一 些 敏 感 的 ,未 解决 的 同 题 ， 

从 另 一 种 基本 意义 上 讲 , 实 数 在 数 重 的 概念 和 方法 的 发 展 
过 程 中 迈 出 了 重大 的 一 步 .虽然 自然 数 、 整 数 及 有 理 数 都 是 数 的 
无 限 集合 ,但 是 它们 最 初 的 用 途 是 计数 .排序 以 及 比较 离散 对 象 
的 有 限 集合 .实数 为 描述 和 解释 无 穷 大 或 无 穷 小 过 程 提供 了 必 
要 的 数学 工具 , 它 为 极限 及 连续 概念 的 严格 化 发 展 葛 定 了 基础 ， 
它 在 运动 与 变化 的 分 析 过 程 中 起 到 了 桥梁 作用 . 


un 数 


从 有 理 数 到 实数 的 扩张 ,使 许多 简单 而 重要 的 代数 方程 有 
解 ,但 是 仍 有 许多 同样 重要 的 代数 方程 不 可 解 . 像 2? + 1 =O 
x+x+1=0 这 样 简单 的 多 项 式 方程 就 没有 实 要 .一 般 说 来 ,要 
求 这 些 方 程 或 所 有 多项式 方程 都 有 解 的 数 系 是 复数 系 C. AM 
系 是 由 实数 系 添加 元 率 六 其 中 = - 1,i RRs? + 1 = 0 88 
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根 ) 所 组 成 的 最 小 的 域 , 值得 注意 的 是 ,这 个 简单 方程 的 推广 研 
究 为 所 有 其 他 包 项 式 方程 提供 解法 ,并 为 数学 的 性 质 和 应 用 开 
RET FRB. 

每 个 复数 都 可 以 表示 为 a + bt 的 形式 ,其 中 a,b 为 实数 . 
因此 ,复数 可 由 有 序 的 实数 对 确定 .虽然 实数 与 直线 上 的 点 可 以 
一 一 对 应 ,但 是 与 二 维 平面 上 的 点 相对 应 的 复数 却 不 是 线性 有 
序 的 ,由 于 这 种 简单 序 关系 的 囊 失 ,使 得 复数 的 结构 似乎 比 实数 
或 实数 子 集 的 结构 要 复杂 的 多 .但 它 同 时 也 带 来 了 好 处 .复数 与 
平面 上 点 的 对 应 关系 就 建立 了 C 的 算术 与 代数 之 间 以 及 平面 
上 的 几何 图 形 和 变换 之 间 的 密切 联系 ( 见 图 9). 


B= 4-3 


RFE ES Fe —$§_ FR AMR (A a. 


复数 包括 一 些 最 初 被 称 为 “虚数 "的 数 ,因为 数学 家 们 不 承 
认 负 数 的 平方 存在 ,不 过 ,虚数 作为 许多 真实 物理 现象 的 模型 
(从 交流 电流 到 飞机 翅膀 上 方 的 气流 ) ,它们 是 有 用 的 .它们 还 解 
决 了 纯 数 学 中 的 代数 基本 问题 :每 个 n KEM n 个 线性 
困 子 .因此 ,每 个 n 次 多 项 式 方程 至 少 有 一 个 且 最 多 有 个 不 
PIAS AR. 


新 的 数 系 


我 们 简要 概括 了 人 们 较为 熟悉 的 数 系 的 基本 原理 .自从 19 
世纪 后 期 的 数学 家 们 证 明 实 数 系 是 唯一 完备 的 有 序 域 ,其 次 是 


高 斯 (Ganss) 和 其 他 数学 家 对 复数 系 代 数 封闭 性 的 早期 证 明 ,这 
似乎 使 人 们 觉得 数 系 的 故事 已 经 结束 .实际 上 从 某 种 意义 上 讲 ， 
对 于 新 数 系 发 展 的 精确 陈述 远 远 没有 完成 . 

例如 ,从 19 世纪 中 二 笔 阵 代 数学 的 发 明 开 始 , ERRA T 
分 析 复 杂 数 据 的 一 种 重要 的 工具 .矩阵 是 一 种 超 数 ;在 有 些 矩 阵 
RP Fe A AR his BAAS SCR I ARK iS BIR 
相似 的 代数 性 质 .最 显著 的 例外 是 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 一 一 
这 条 性 质 在 线性 代数 中 产生 了 许多 重要 的 结论 .此 外 ,和 矩阵 在 剂 
划 复 杂 数 据 , 比 如 计算 机 日 常 处 理 的 数据 所 组 成 的 集合 时 就 特 
别 有 用 . 

计算 对 于 数量 推理 的 应 用 ,在 实践 与 理论 的 重要 性 的 不 同 
方向 都 刺激 了 数学 体系 的 发 展 .尽管 计 算 机 表面 上 看 来 有 无 穷 
的 存储 和 瞬间 的 运算 速度 ,但 是 它们 不 能 用 我 们 熟悉 的 数 系 如 
FQ 或 R 处 理 问题 ,而 是 用 这 些 数 系 的 有 限 逼 近 形 式 处 理 问 
题 ,其 可 靠 性 受到 了 仅 用 有 限 数 的 位 置 来 表示 数 的 计算 机 语言 
能 力 的 限制 . 数 系 的 这 些 “ 截 断 " 的 模型 不 服从 数 的 传统 的 结构 
性 质 ( 如 加 法 的 结合 律 ). 因 此 ,重要 的 是 学 生 们 应 把 他 们 的 学 习 
内 容 推 广 到 实际 数量 工作 所 需要 的 这 些 有 限 系 的 结构 性 质 方 
Ñi. 

类 似 于 数 的 矩阵 ,它们 不 服从 我 们 赁 直 党 认为 是 正确 的 结 

构 性 质 , 像 这 种 数学 体系 的 发 现 , 在 近代 数学 发 展 的 道路 上 和 迈 出 
了 激动 人 心 的 一 步 . 当代 代数 学 起 源 于 试图 寻找 解释 各 种 不 同 
数 系 的 结构 性 质 的 理论 .在 近 150 年 中 ,代数 学 通过 对 集合 上 各 
种 运算 和 关系 所 固有 的 结构 的 研究 ,产生 了 一 批 丰富 的 抽象 理 
论 . 数 学 家 们 已 经 发 现 数 系 的 推广 研究 为 开发 智力 提供 了 场所 ， 
他 们 还 发 现 这 种 抽象 的 数学 领域 常常 具有 深刻 的 实际 应 用 价 
值 .虽然 群 . 环 、 域 . 格 , 布 尔 代数 , 半 群 和 图 灵 (Turing) 机 起 初 是 
作为 抽象 结构 引进 的 ,但 是 现在 它们 已 成 为 研究 计算 科学 和 信 
息 科 学 的 基本 问题 的 常用 工具 . 
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本 世纪 中 叶 , 数 学 受到 开发 数 系 的 各 种 推广 的 兴趣 的 强烈 
影响 ,1973 年 ,G: 伯 克 霍 夫 3(Gamet Birkhoff) 写 道 :“ 到 1960 年 
大 多 数 年 轻 数学 家 已 经 开始 相信 所 有 数学 都 是 从 集合 和 函数 概 
念 的 公理 化 发 展 而 来 的 .此 外 ,他 和 麦克 莱 思 (MacLane) 讲 道 : 
“ 另 一 种 ' 代 数学 , 即 以 映射 .范畴 和 ' 普 遍 性 ' 次 核心 概念 组 织 
成 的 纯 代 数学 ,它们 将 进一步 向 抽象 方向 发 展 ,”20 世纪 60 年 
代 , 改 革 的 学 校 数 学 大 纲 就 探讨 了 用 类 似 的 抽象 结构 概念 来 组 
织 课 程 的 可 能 性 疝 题 . 

数学 时 尚 的 变化 正如 人 工 制品 时 尚 的 变化 一 样 SK, A 
象 的 公理 化 观点 指导 数学 研究 或 教育 似乎 不 再 那么 有 前 途 了 . 
尽管 如 此 , 仍 有 一 些 中 心 原理 ,它们 位 于 数 系 和 代数 学 的 核心 ， 
它们 把 那些 难以 理解 的 具体 事实 和 技巧 有 机 地 结合 起 来 ,这 种 
结合 不 仅 对 学 生 有 有用, 而且 对 实践 的 数学 家 也 有 用 .因此 , 当 课 
程 计划 者 安排 学 校 课程 时 , 若 能 识别 这 些 原 理 并 在 此 基础 上 安 
排 学 校 课程 ,这 似乎 是 明智 的 . 


应 用 


学 校 数学 必须 培养 学 生 们 对 基本 概念 的 理解 力 ,熟练 掌 提 
运算 技能 以 及 导 辑 推理 能 力 . 但 是 ,学 校 数 学 的 最 终 目 的 是 ,能 
否 使 学 生 们 应 用 他 们 的 知识 解决 重要 的 数量 问题 .解决 问题 的 
能 力 不 仅 是 学 校 数 学 的 最 重要 的 目的 ,而 生还 是 最 困难 的 教育 
任务 . 

所 有 年 纪 的 数学 学 生 一 听 说 “文字 题 "心里 就 发 全 .有 效 地 
解决 这 类 问题 的 关键 的 第 一 步 是 识别 具体 问题 中 与 数 系 的 概念 
在 结构 上 相似 的 那些 概念 .解决 这 种 任务 的 传统 方法 可 分 为 两 
大 类 :实用 主义 的 方法 帮助 学生 处 理 各 种 经 典 (几乎 是 常规 } 问 
题 ,其 目的 是 为 学 生 提 供 解决 问题 的 战略 指导 一 一 如 用 具体 的 
图 玫 组 织 关 于 时 间 / 比 率 / 降 离 问题 的 信息 ;用 字典 形式 把 关键 
的 数量 文字 翻译 成 符号 表示 ,等 等 ,更 有 效 的 方法 则 是 培养 学 生 


使 用 具有 普遍 性 的 高 水 平 的 方法 , 邵 启 发 式 教 学 法 , 它 可 用 于 解 
决 许多 不 同 领域 中 的 问题 . 

公正 地 说 ,这 两 种 方法 在 给 学 生 提供 自信 的 ,可 转化 建 模 以 
及 解决 问题 的 技巧 方面 都 不 是 明显 行 之 有 效 的 , (FRR) A 
的 “关键 词 " 方 法 之 所 以 失败 ,主要 是 因为 普通 语言 的 结构 太 灵 
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法 . 另 一 方面 ,虽然 学 生 们 可 以 学 会 波 利 亚 (Phlya) 等 人 提出 的 
具有 普遍 性 的 ,高 水 平 的 启发 式 教学 法 ,但 是 现在 人 们 已 经 发 现 
培养 学 生效 练 掌握 这 种 带 有 认识 论 的 操作 思想 ,利用 启发 式 教 
学 法 有 效 地 解决 具体 问题 , 决 非 易 事 . 最 近 出 现 的 关于 解决 问题 
的 方法 方面 的 带 有 认识 论 观点 的 工作 进展 很 有 前 途 , 不 过 目前 
还 没有 实质 性 的 结果 .3 
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在 人 们 继续 寻找 解决 问题 的 有 效 的 .新 的 教学 方法 的 同时 ， 
出 现 了 一 个 同等 重要 的 变化 , 那 就 是 人 们 开始 思考 数量 问题 本 
性 的 问题 .在 当代 数学 的 许多 应 用 领域 ,人 们 很 少 考虑 解决 特殊 
的 明确 勿 定 的 问题 ,而 是 把 注意 力 集中 在 构造 和 分 析 问 题 提出 
的 数学 模型 上 .学校 数 学 中 的 经 典 数 重 问题 通常 包括 数量 信息 
和 一 个 能 通过 数值 计算 或 求解 方程 得 到 答案 的 简单 问题 .校外 
所 疯 到 的 实际 问题 往往 要 人 么 是 缺少 条 件 ARABS SAB 
无 关 的 信息 以 及 许多 不 太 明 确 的 问题 . 

在 数学 建 模 方法 中 ,第 一 步 是 识别 相关 的 变量 ;第 二 步 是 利 
用 适当 的 形式 语言 ,描述 变量 之 间 的 因果 关系 5 然后 根据 输 人 或 
输出 的 数值 或 建 模 关系 的 整体 性 质 提出 特殊 的 问题 .最 后 ,通过 
数值 .图 象 或 符号 方法 ,利用 计算 机 工具 解答 这 些 问题 . 


测量 是 最 常用 的 处 理 数 值 变量 的 方法 .因此 ,测量 的 理论 与 
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[89] 技巧 在 数量 技能 中 起 着 重要 作用 . 像 数 系 的 算术 一 样 ,测量 在 感 
党 上 好 像 是 学 校 数 学 常规 教学 内 容 的 某 一 方面 一 一 几乎 不 需要 
思考 ,然而 ,测量 作为 数学 与 它 的 应 用 之 间 相 互 作用 的 关键 性 部 
分 ,在 课程 教学 方面 并 不 十 分 成 功 . 

在 学 校 数学 中 ,典型 的 测量 任务 是 求 儿 何 图 形 的 长 度 .面积 
和 体积 .公正 地 说 ,大 多 数学 生 学 习 测量 ,先是 给 出 标准 的 长 度 
单位 ,然后 以 标准 长 度 单位 为 基础 ,利用 公式 计算 周 长 .面积 和 


体积 .面积 等 于 [长 x 宽 ] 或 | 二 x 底 x 高 | 或 [xx 启 ]; 体 积 等 于 


[长 x 宽 x 高 或 [x xr xh], 等 等 .大 多 数 测 重 问题 就 转化 成 
了 利用 公式 手 算 的 算术 练习 ， 

受 这 种 形式 的 测量 方法 影响 的 学 生 , 普 遍 形成 了 对 长 度 、 面 
积 和 体积 局 限 性 的 , 极 不 灵活 的 观念 .他 们 在 估算 时 常 把 求 面积 
与 求 周 长 相 混淆 BS QAR GRR. Bee 
假 思 考 ,也 不 管 问题 是 怎样 提出 的 , 同 用 下 列 “ 法 则 ”; 只 要 长 方 
形 相 邻 两 边 的 长 度 已 知 ,就 把 它们 相 乘 ;而 当 长 方形 每 条 边 各 附 
一 数 时 ,就 把 它们 相 加 . 

强调 公式 计算 也 不 利于 学 生 们 明 督 地 处 理 实际 测量 的 近似 
性 质 ,测量 的 组 合 中 误差 的 累计 结果 ,以 及 许多 实际 应 用 中 出 现 
的 不 规则 图 形 的 推广 或 演算 这 程 中 出 更 的 基本 曲线 和 基本 曲 
面 .此 外 ,几乎 没有 学 生 认识 到 或 充分 利用 构 战 测量 的 应 用 基础 
的 结构 相似 性 ， 

每 个 测量 过 程 的 中 心 是 建立 数 与 对 象 之 间 的 映射 ,这 个 映 
射 将 度量 1 与 某 些 指定 的 单位 相对 应 ,那么 ,其 他 对 象 就 用 单位 
HEDRER .单位 元 素 的 选取 是 任意 的 ,但 是 一 旦 选 定 ,所 
有 其 他 对 象 就 以 它 为 测量 标准 .因此 ,每 个 测量 均 由 单位 和 一 个 
数组 成 一 一 这 个 数 (标准 单位 的 整数 倍 或 是 多 少 份 ) 需 要 准确 地 
BR PTI Et AR Se. 理解 这 个 原理 (作为 许多 重要 测量 方法 的 一 
般 性 质 ) 的 数学 学 生 就 获得 了 对 于 实际 癌 题 与 数量 模型 之 间 的 
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关系 深刻 的 认识 . 

测量 的 单位 及 其 覆盖 性 质 相当 清楚 地 说 明了 每 个 特殊 测量 
所 表示 的 东西 ;而 且 ,测量 单位 的 附件 可 以 被 用 于 指导 正式 推出 
科学 原理 .在 许多 科学 中 数量 推理 通常 是 被 一 种 称 之 为 “ 因 次 分 
桥 ” 的 数值 代数 所 指导 .在 这 种 方法 中 ,每 个 算术 运算 不 仅 靠 数 
还 要 靠 标准 单位 来 完成 .如 果 最 终结 果 是 一 个 数 { 其 单位 适合 这 
个 问题 ), 那 么 由 因 次 分 析 可 知 , 上 述 运算 过 程 是 丛 当 的 .虽然 在 
数学 中 人 们 对 测量 中 的 单位 及 数 的 重视 程度 与 在 科学 中 的 重视 
程度 不 局 ,但 是 它 在 那些 热衷 于 帮助 学 生理 解 形式 数学 与 它 的 
应 用 之 间 的 联系 的 人 们 中 间 有 强大 的 支持 者 . 13,213 

在 物质 世界 中 ,测量 数量 概念 的 理论 与 实践 在 数学 及 其 教 
学 中 具有 很 长 的 历史 .然而 , 正 像 许多 经 典 数学 方法 被 推广 ,应 
用 于 新 领域 一 样 ,测量 被 扩大 到 了 社会 科学 的 整个 领域 ,并 具有 
重要 的 应 用 . 盟 热 把 数 与 对 象 或 事件 相对 应 这 一 基本 思想 是 一 
样 的 ,但 是 这 些 新 的 测量 所 服从 的 结构 性 质 往往 很 不 同 于 长 度 、 
面积 和 体积 的 调 量 . 

政治 科学 家 和 社会 学 家 在 社会 问题 中 设计 了 许多 衡量 权力 
与 影响 的 方法 ;经 济 学 家 在 决策 中 设计 了 用 数量 表示 选择 权 的 
成 本 和 收益 的 测量 方法 ;心理 学 家 和 教育 家 采用 多 种 测量 方法 
描述 个 人 的 能 力 和 成 就 ;统计 学 家 可 以 测量 许 包 不 同 种 类 的 随 
机 变量 之 间 可 能 的 因果 关系 .每 种 情况 都 是 利用 数 、 运 算 和 关系 
来 为 有 关 重要 的 结构 性 质 建 模 .有 时 经 典 原 理 和 概念 可 以 直接 
使 用 ,但 是 ,在 社会 科学 和 人 文科 学 中 ,有 效 的 数量 推理 需要 对 
对 应 新 情况 灵活 地 构造 新 的 反应 的 数 有 所 了 解 ,这 种 推理 变 得 
越 来 越 普 通 . 


目 的 


ETRA ,学 校 数 学 的 最 重要 的 目的 是 培养 学 生 利 用 数量 
信息 合理 地 思考 的 能 力 . 给 经 验 的 数量 方面 建 模 的 数学 的 概念 、 
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技巧 和 原理 都 是 靠 数 系 .代数 及 测量 (这 些 一 直 是 学 校 数学 课程 
的 核心 ) 的 结构 提供 的 .然而 , 随 着 表示 和 操作 数量 信息 的 强 有 
力 的 工具 {电子 计算 器 和 计算 机 ) 的 出 现 ,在 这 些 学 科 中 向 传统 
的 教学 重点 担 出 了 挑战 .若是 占用 大 量 课堂 时 间 训 练 学 生 算术 
和 代数 算法 的 能 力 ,这 将 没有 意义 ,因为 廉价 且 方 便 的 计算 器 能 
迅速 .准确 地 完成 这 些 运算 .计算 机 这 个 强 有 力 的 计算 工具 的 使 
用 ,使 得 数量 推理 应 用 的 范围 显著 的 增加 .学 校 数学 必须 训练 学 
生灵 活 地 、 有 创造 性 地 使 用 数 .代数 和 测量 的 知识 ,不 应该 只 停 
留 在 一 些 常 规 的 ,可 预见 的 计算 问题 上 . 
在 当今 世界 ,为 了 使 学 生 迎 接 数 量 推理 的 挑战 ,学 校 数 学 必 
须 训练 学 生 们 的 如 下 能 力 : 
人 正确 理解 数 系 的 基本 性 质 以 及 这 些 数 系 与 它们 所 反映 的 
现实 对 象 之 疗 的 刀 配 关系 ，; 
旬 用 符号 .语言 和 图 象 表示 描述 和 解释 数量 结构 ， 
全 用 心算 ,笔算 ,计算 器 或 计算 机 等 各 种 适当 的 方法 完成 涉 
及 算术 和 代数 思想 的 精确 计算 和 近似 计算 ; 
依 应 用 数值 的 和 代数 的 技巧 求解 常规 的 和 有 开创 性 的 数量 
问题 . 
能 够 培养 这 些 一 般 技巧 和 理解 学 校 教 学 的 经 验 ,在 开发 有 
趣 和 重要 的 数量 问题 的 机 会 方面 和 在 阅 明 具体 问题 中 所 体现 的 
数学 思想 的 结构 方面 必定 是 十 分 丰富 的 . 
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不 确定 性 


大 卫 -S- 英 尔 


引 OU 


“不 确定 性 "是 打算 用 来 提出 两 个 相关 的 主题 SAE A A 
这 两 个 主题 都 不 是 数学 之 内 的 主题 ;然而 ,它们 都 是 可 成 为 数学 
研究 对 象 的 现象 .大 至 来 讲 ,统计 和 概率 分 别 是 研究 数据 和 机 过 
的 数学 领域 . 

最 近 对 于 学 校 课 程 提出 的 建议 一 致 认为 :统计 和 概率 比 过 
去 应 该 占有 远 为 突出 的 地 位 .这 "不 过 ,因为 这 些 建议 往往 强调 
数据 分 析 ,结果 容易 把 统计 特别 看 成 一 套 特殊 的 技艺 (或 者 看 成 
甚至 于 是 一 个 魔法 和 的) .我 们 这 篇 论文 的 任务 不 是 促使 大 家 在 学 
校 教 育 中 注意 数据 和 概率 ,而 是 发 展 这 条 数学 思想 的 线索 ,阐明 
整个 的 题材 和 战略 而 使 得 每 个 个 别 的 题目 都 能 找到 它们 自然 的 
位 置 ， 

任何 打算 对 教学 产生 影响 的 讨论 都 应 该 反映 教师 和 学 生 的 
经 验 ,任何 课程 改革 的 建议 如 果 脱 离开 这 些 经 验 就 会 是 空想 的 
希望 ,必定 在 实践 中 章 到 失败 .学 校 中 教 统计 并 非 空想 ,当前 正 
在 试验 的 新 材料 经 实践 证 明 是 有 用 的 , 它 帮 助 学 生 发 展 数 的 概 
SHED ,而 不 是 取代 它 . 然 而 ,我 们 的 热情 往往 使 我 们 容易 怒 
略 实际 问题 ,促使 我 们 教 的 材料 在 数量 或 水 平 上 脱离 实际 ,重要 [95] 


的 是 ,在 数学 教学 中 使 用 数据 和 机 届时 ,不 仅 要 对 它 的 好 处 ,而 
且 也 要 对 其 中 的 困难 以 及 潜在 的 错误 步骤 引起 注意 .我 写 这 入 
论文 时 ,我 试图 只 在 实践 的 方向 上 有 差错 而 不 在 空想 的 方向 上 
犯错 误 . 


数 据 


教 统 计 的 重要 性 一 部 分 肯定 是 由 于 我 们 认识 到 ,在 每 天 日 
常生 活 中 以 及 许多 行业 中 ,处 理 数据 所 起 的 作用 .现在 越 来 越 党 
见 的 是 ,去 教 一 些 直接 有 用 的 数学 科目 ,而 不 是 去 选 一 些 只 是 为 
了 引导 以 后 学 的 数学 科 自 .统计 学 就 是 这 种 直接 有 用 的 数学 科 
目 . 

新 闻 报导 当前 的 国家 经 济 和 社会 统计 ,民意 测验 ,医学 的 数 
据 ( 包 括 从 传染 病 研究 和 临床 试验 中 得 到 的 ) 以 及 商业 和 财政 金 
融 的 数据 .许多 公民 必须 在 工作 中 更 详细 地 处 理 数 据 . 农 民 和 农 
业 企业 都 利用 省 物 收成 预报 以 及 农业 大田 试验 的 结果 .工程 师 
关心 产品 性 能 \ 质 量 和 可 谷 性 ,制造 工人 被 越 来 越 儿 地 要 求 记录 
数据 以 及 操作 数据 来 进行 过 程控 制 .卫生 科学 要 为 成 本 和 疗效 
的 数据 而 斗争 ,同时 还 要 同 医学 研究 的 数据 斗争 ,商业 在 各 种 各 
样 的 数据 之 上 运行 :成 本 利润、 销售 计划 、 市 场 调研 等 等 .我 们 
有 许多 非 司 不 可 的 实际 理由 来 学 习 统 计 学 . 

这 些 例 子 提醒 我 们 ,数据 不 仅仅 是 数 ,而 且 是 有 上 下 文 的 
数 - 数 10.3 在 没有 上 下 文 的 情况 下 就 不 具有 任何 信息 ;而 一 个 
当 儿 的 出 生 重量 为 10.3 磅 使 我 们 能 对 孩子 的 健康 加 以 评述 ,这 
就 是 数据 加 上 我 们 对 其 上 下 文 的 知识 使 得 我 们 能 够 理解 和 和 解 
释 , 而 不 仅 是 单纯 进行 算术 运算 . 

因此 在 学 校 中 教 统计 学 有 强烈 的 教学 的 和 实践 的 理由 . 统 
计 学 把 有 意义 的 计算 活动 与 选择 方法 和 解释 结果 的 判定 实践 结 
合 起 来 .开始 教授 初级 统计 学 主要 不 是 为 了 自身 的 目的 ,而 是 因 
为 它 是 一 个 有 效 方 法 来 发 展 定 量 理解 力 ,并 抬 算术 和 作 图 应 用 
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于 解决 问题 . 

教师 如 果 能 理解 数据 是 有 上 下 文 的 数 ,那么 他 在 给 学 生 提 
出 问题 时 ,总 可 以 提出 适当 的 上 下 文 .计算 五 个 数 的 平均 值 是 一 
道 算术 习题 ,而 不 是 统计 习题 .计算 通俗 音乐 磁带 在 五 个 零售 点 
的 平均 价格 则 是 统计 问题 ,特别 是 结合 对 价格 的 分 布 的 考虑 以 
及 同 其 他 类 型 音乐 磁带 价格 进行 比较 时 , 则 更 是 统计 问题 . 

重要 的 是 对 数据 的 研究 在 实用 上 和 教育 上 的 优点 不 应 该 届 
从 于 只 是 强调 教 运 算 过 程 .教师 以 及 教材 的 编撰 者 必须 发 挥 想 
象 力 以 提供 对 学 生 有 意义 的 数据 .对 于 高 年 级 学 生 ,可 以 利用 从 
其 他 学 科 ( 例 如 科学 ) 得 到 的 数据 ,虽然 学 生还 不 太 能 把 这 种 数 
据 同 日 常生 话 联系 起 来 .对 于 低 年 级 学 生 , 最 好 的 数据 是 学 生 们 
自己 获得 的 .学 生 们 可 用 各 种 方法 得 到 数据 ,例如 向 班 里 提问 
(在 你 家 里 有 狗 少 个 孩子 ?) 或 者 让 每 个 学 生 去 测量 .计数 或 估计 
某 个 量 . 

在 设计 教学 过 程 中 ,还 要 求 做 进一步 的 努力 来 提供 出 不 单 
是 数目 字 的 数据 .好 的 数据 不 只 是 具有 动员 学 生 的 吸引 人 的 特 
性 ,这 对 于 统计 的 本 性 是 必 不 可 少 的 .然而 重要 的 是 还 需要 努力 
产生 出 数据 而 不 把 教 过 或 学 过 的 数学 思想 掩盖 掉 . 

特别 是 ,在 学 校 以 外 对 于 重要 的 问题 力图 获取 好 的 数据 在 
看 起 来 不 难 , 而 实际 上 总 是 非常 非常 困难 .教师 为 了 获取 数据 ， 
径 花 费时 间 又 搞 得 手忙脚乱 的 不 愉快 的 经 验 ,往往 使 他 们 不 愿 
意 教 统计 学 .与 获取 数据 活动 相伴 的 困难 形成 有 效 改 革 的 几 个 
洪 在 阻碍 中 的 头 一 个 .教材 必须 提供 有 趣 的 数据 以 及 对 学 生 获 
得 数据 的 实用 的 .经 过 检验 的 建议 . 随 者 时 间 的 过 去 ,教师 就 能 
够 收集 和 分 享 对 教师 和 学 校 都 适用 的 数据 组 .计算 机 是 情 存 和 
分 享 数 据 的 理想 工具 . 


机 B 
某 些 现象 的 结果 是 可 以 预言 的 :把 一 个 硬币 由 一 定 高 度 技 
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下 来 , 它 落 地 所 需 的 时 间 ,从 基础 的 物理 学 就 可 以 预言 .除去 相 


当 小 的 误 善 之 外 ,结果 是 确定 的 .可 另 一 方面 ,假如 我 们 掷 一 枚 
硬币 ,我 们 并 不 能 预言 它 正 面 还 是 反面 朝 上 ,结果 是 不 确定 的 . 
然而 ,投掷 硬币 并 不 是 偶然 事件 ,假如 我 们 进行 大 量 投 兵 . 正 面 
朝 上 的 比例 就 非常 接近 一 半 .这 种 长 期 的 规律 性 不 只 是 理论 上 
的 推断 ,而 且 是 一 个 观察 到 的 事实 ; 

参 法 国 博 物 学 家 布 丰 (Buffon，1707 - 1788) 曾 投掷 硬币 
4040 次 ,结果 2048 次 正面 朝 上 ,正面 埋 上 的 比例 为 204874040 
=0.5069. 

ORM 1900 年 左右 ,英国 统计 学 家 卡尔 皮尔 各 (Karl Pear- 
son) 竟 尽 全 力 把 一 个 硬币 投掷 24000 次 ,结果 12012 次 正面 朝 
上 ,正面 朝 上 的 比例 为 0.5005 . 

ORE RFRA - SR BA (John Kerrieh ) ,他 在 第 二 次 
世界 大 战 期 间 被 德国 人 人 囚禁 ,他 投 撕 硬币 10000 次 ,结果 ;正面 
Bb 5067 次 ,比例 为 0.5067. 

我 们 把 这 种 现象 称 为 随机 的 ,如 果 其 个 别 结果 不 确定 ,但 是 
多 次 重复 之 后 ,结果 有 规则 的 模式 “随机 的 "不 是 “偶然 的 " 同 义 
词 ,而 蚌 描 述 一 种 不 同 于 确定 性 的 秩序 ,这 种 确定 性 通常 同 科 学 
和 数学 联系 在 一 起 ,而 概率 则 是 描述 随机 性 的 数学 分 支 ， 

芒 了 于 在 校内 外 的 经 验 接 触 到 随机 性 要 比 接触 数据 还 少 . 例 
如 ,学 生 们 上 中 学 之 前 , 碰 不 到 那 种 出 现 随 机 行为 的 科学 领域 
(例如 遗传 学 和 量子 理论 ) ,而 上 中 学 以 后 ,也 只 有 当 他 们 选修 实 
实在 在 的 科学 课程 才能 碰 到 .自然 ,不 确定 性 在 全 部 人 类 经 验 中 
普遍 存在 ;但 不 确定 性 中 的 秩序 在 偶然 的 背景 中 是 很 难 观 察 到 
的 .即使 公共 抽 彩 ,虽然 许多 学 生 都 很 典 悉 ,但 对 随机 性 中 的 有 
序 方面 没有 什么 经 验 , 因 为 抽 彩 只 是 强调 不 大 可 能 得 到 的 大 奖 ， 
这 些 有 广泛 公众 的 机 跟 博 卒 都 使 用 真正 实际 的 随机 化 ,但 是 似 
乎 又 使 人 们 眉 然 致富 . 

心理 学 家 已 经 证 明 ,我 们 对 机 过 的 直觉 同 描述 嘉实 的 随机 
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行为 的 概率 规律 互 梢 矛盾 .这 种 不 正确 的 理解 很 难 通过 正式 教 


育 来 纠正 .力图 在 没有 适当 的 直觉 的 准备 的 情况 下 来 教 概率 和 
统计 推断 是 在 学 校 课程 中 引进 数据 和 机 届 的 第 二 个 隐藏 的 主要 
困难 . 

甚至 在 学 院 水 平 ,许多 学 生 也 不 能 理解 概率 和 推断 ,因为 许 
过 误解 不 能 天 过 学 习 形 式 规则 而 清除. 概率 论 与 学 生 们 的 世界 
观 之 间 的 冲突 至 少 部 分 是 由 于 学 生 与 随机 性 的 接触 极为 有 限 . 
因此 ,我 们 在 数学 课程 早期 就 应 该 提供 对 随机 行为 的 经 验 以 为 
他 们 学 习 机 遇 短 准备 .幸运 的 是 ,对 数据 的 学 习 为 这 种 经 验 提 供 
了 一 个 自然 的 背景 .教导 不 确定 性 的 一 个 重要 原则 就 是 数据 分 
析 要 优先 于 形式 的 概率 和 推断 . 

AT AOL BCR AT . 轮 盘 ) 可 以 用 来 在 教室 当中 获 
得 数据 ,其 目的 是 应 由 数据 分 析 技 术 来 发 现 这 些 装 置 的 有 序 本 
性 .不 确定 性 还 出 现在 机 过 装置 以 外 来 源 的 数据 .对 同一 量 的 反 
复 测量 (例如 由 几 位 学 生来 做 ) 产 生变 动 的 结 提 .高 度 .刻度 读数 
或 一 组 人 的 收入 都 出 现 自然 的 变化 . 令 人 惊奇 的 或 许 是 , 措 述 细 
心 的 浏 量 或 者 许多 个 人 的 数据 中 的 变动 的 模式 , 辣 样 可 以 用 描 
述 机 遇 装 置 的 结果 的 数学 . 

对 数据 变动 的 经 验 是 走向 认识 统计 与 概率 之 间 关 系 的 第 -- 
步 .在 以 后 阶段 ,统计 设计 中 由 计划 周全 的 随机 化 产生 数据 的 作 
用 加 强 这 种 联系 .最 后 ,正式 统计 推断 利用 概率 的 语言 和 事实 来 
表示 我 们 能 由 数据 得 出 的 结论 的 可 信 度 . 

虽然 在 日 常生 活 中 理解 随机 柱 的 用 处 , 比 起 讨论 数据 的 必 
要 性 来 不 那么 明显 ,但 是 还 是 有 关于 机 遇 的 教学 的 实际 论述 . 教 
导 概 率 的 目标 之 一 是 帮助 学 生 了 解 , 正 是 机 遇 的 变化 而 不 是 确 
定论 的 因果 关系 能 够 解释 世界 的 许多 方面 . 


假设 一 位 篮球 队员 硅 一 个 长 赛季 中 罚球 有 70 和 5 罚 中 
RL RRA, A Bk RR 
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“神经 紧张 ”, 但 这 种 因果 性 解释 不 一 定 正确 .一 名 队员 每 次 
投球 人 .7 概率 投 中 , 仍 有 大 约 0.16 的 概率 使 得 互 投 三 球 或 
三 球 以 上 没有 投 中 .这 样 表现 可 容易 地 简单 解释 为 来 则 机 
REE. 


对 于 概率 的 某 种 了 解 能 够 使 我 们 考虑 机 遇 的 作用 ,而 不 是 每 一 
次 去 寻求 特殊 的 、 往 往 是 虚伪 的 原因 . 


计算 器 和 计算 机 


随 着 快速 的 .易于 运用 的 计算 技术 的 来 临 对 于 整个 数学 的 
冲击 , 它 也 使 统计 学 的 实践 产生 革命 化 .这 次 革命 的 明显 效果 是 
对 于 较 大 组 数据 更 为 复杂 的 分 析 现 在 变 得 非常 容易 ,但 是 ,计算 
技术 革命 对 于 统计 实 台 的 本 性 也 带 来 变化 .过 去 统计 学 家 为 了 
从 数据 得 出 结论 ,都 根据 特殊 的 数学 模型 进行 直接 的 分 析 , 但 计 
算 上 元 长 繁复 .对 统计 的 教学 也 相应 地 强调 学 习 进 行 元 长 的 计 
算 . 

现在 ,标准 的 统计 分 析 是 模型 的 数据 之 间 的 一 场 对 话 .数据 
可 以 批判 甚至 证 伪 原 来 的 模型 .有 助 于 这 个 过 程 的 诊断 方法 是 
统计 学 研究 的 一 个 主要 领域 .所 有 方法 都 用 到 高 强度 计算 ,最 广 
泛 采 用 的 方法 都 大 量 运 用 图 象 显示 .此 外 ,一度 强加 在 手 算 的 限 
制 去 除 之 后 ,就 导致 甚至 从 十 分 小 的 数据 集中 进行 推断 的 新 方 
法 .统计 学 的 这 种 变化 特性 马上 就 反映 在 教学 方式 上 ,特别 是 
越 来 越 强调 图 象 方法 以 及 非 正规 的 数据 分 析 . 

计算 机 的 影响 还 导致 数 学 家 之 间 的 深刻 反思 ,其 中 有 些 人 
对 于 证 明 的 本 性 提出 置疑 ,因为 这 些 证 明 是 基于 计算 机 对 于 所 
有 可 能 情形 的 搜索 ,而 这 种 情形 数 日 太 多 难以 由 人 来 仔细 检查 . 
在 更 初级 的 水 平 上 ,老师 和 父母 都 要 问 是 否 过 早 使 用 计算 器 会 
妨碍 学 生 对 数 和 算术 运算 的 理解 .可 另 一 方面 ,统计 学 家 却 把 计 
算 器 和 计算 机 作为 一 种 解放 的 力量 而 如 以 欢迎 .用 手 计算 平方 
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并 不 增进 理解 ; 它 只 是 使 心灵 麻木 .在 这 种 情况 下 ,统计 党 家 就 
很 自然 在 教导 各 种 水 平移 数据 时 ,鼓励 学 生 使 用 计算 器 和 计算 
Hh. 

学 院 的 统计 学 教学 已 经 广泛 地 使 用 计算 器 ,并 且 在 计算 机 
上 广泛 使 用 统计 软件 . (由 于 技术 连续 进步 ,自然 从 计算 器 到 计 
算 机 之 间 是 连续 过 滤 的 而 不 是 中 间 上 脱节 .) 下 面 是 基础 统计 学 的 
一 个 典型 的 练习 ,我 们 从 容易 计算 的 第 度 重新 加 以 考虑 . 


图 上 表示 数据 的 散 点 ,这 此 数据 表示 一 组 小 孩 中 每 一 
个 骇 子 讲 第 一 个 字 的 年 龄 以 及 他 们 后 来 智力 测验 的 得 分 . 
讲 第 一 个 字 的 年 龄 是 否 会 帮助 我 们 预言 后 来 的 测验 得 分 ? 


过 去 一 度 要 求学 生 画 出 数据 ,然后 计算 最 小 平方 回归 线 (图 
1 中 的 实 线 ) 以 及 它们 的 相关 系数 r = -0.640. 可 能 会 为 了 节省 
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即 长 太后 的 能 力 倾 向 测验 的 结果 ,案例 18 特别 有 影响 ,也 就 是 去 掉 
它 会 显著 地 移动 回归 线 并 显著 改变 数值 测量 例如 相关 的 值 . 
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时 间 而 不 要 求 绘图 . 多 数学 生 用 简单 计算 器 至 少 得 用 15 分 钟 来 
做 这 个 练习 ,只 有 虐待 狂 才 会 要 求 更 铬 . 

显然 数据 中 包含 两 个 远离 中 心 的 点 ,在 图 中 标记 为 案例 18 
和 案例 19, 这 些 案例 如 何 影响 回归 分 析 呢 ?有 一 种 在 各 种 计算 
机 上 羡 遍 可 应 用 的 互动 软件 包 能 马上 提供 答案 , 训 是 计算 机 有 
图 形 显示 能 力 的 话 , 它 还 能 直观 地 显示 出 来 . 案例 19, 虽 然 远 离 
回归 线 , 对 于 回归 线 的 位 置 或 考 相 关系 数值 > 并 没有 很 大 影响 . 
案例 18 则 恰巧 相反 , 它 特别 有 影响 .要 是 去 掉 这 个 点 ,回归 线 就 
物 向 图 中 虚线 位 置 , 而且 相关 值 减少 到 > = -0.335, 大 约 原先 
值 的 一 半 . 因 此 ,要 是 去 掉 案例 18, 由 说 第 一 个 字 的 年 龄 来 预言 

(200] 后 来 的 能 力 得 分 的 证 据 就 要 被 大 大 削弱 . (这 些 数据 在 莫 尔 

(Moore)5 中 例 3.10 和 3. M 详细 地 讨论 ,本 文中 大 多 数 数字 都 
引 自 该 教 本 .) 

计算 的 自动 化 使 我 们 能 够 保持 精力 去 讨论 数据 .自然 ,讨论 
是 采取 集体 解决 问题 的 形式 :* 有 什么 不 平常 的 事 ? 远离 中 心 的 
点 ,它们 有 多重 要 ? 让 我 们 不 考虑 它们 再 一 次 进行 分 析 . FH, 
我 们 被 蔽 励 去 搜寻 关于 数据 上 下 文 的 额外 信息 .例如 ,去 问 案例 
18 的 孩子 是 不 是 说 话 太 迟 以 至 于 在 研究 正常 儿童 发 育 时 应 予 
排除 在 外 .这 个 例子 还 引导 我 们 问 :什么 使 得 观测 有 影响 ,这 个 
问题 导致 统计 学 中 的 新 主题 . 

自动 计算 使 得 学 生 能 集中 于 解决 问题 的 其 他 方面 :计划 一 
个 适当 的 分 析 ,在 其 上 下 文中 解释 所 得 的 结果 ,进一步 问 由 习题 
提示 的 新 的 数学 问题 .但 是 ,的 确 自动 计算 能 够 掩盖 我 们 所 进行 
工作 的 本 质 ,而 且 妨 得 我 们 判断 这 项 工作 是 天 适用 于 这 个 特殊 
的 问题 .学 生 们 往往 太 相信 ,计算 机 就 像 在 电影 4 星球 大 战 ?中 那 
样 ,单纯 地 告诉 我 们 真实 情况 . 

在 抽样 的 课堂 练习 中 ,要 求学 生 记 下 一 大 堆 M&M 牌 糖果 


Do 样品 的 颜色 ,并 用 计算 机 由 同样 颜色 的 均匀 分布 所 得 到 样品 的 
Se ROU ae ESB BG fe Ao ATE et ae hee a ee 


通过 比较 来 证 明 : 糖 果 颜 色 事 实 上 并 不 是 均 色 分 布 的 ,然而 
“有 的 学 生 单纯 地 相信 ,计算 机 模型 是 正确 的 .因为 它 是 在 
计算 机 上 敌 的 . 黄 至 于 他 们 自己 考虑 人 口 模型 时 也 是 如 浊 .” 

对 计算 机 的 有 效 性 过 于 乐观 是 统计 学 教学 的 一 个 主 训 的 潜 
在 和 危险 .没有 充分 的 计划 就 把 计算 器 和 计算 机 引入 到 课程 当中 
也 同 祥 危险 .重要 的 是 循序 渐进 地 使 用 计算 器 和 计算 机 ,只 上 要 学 
生 们 用 它们 得 到 好 处 而 不 是 盲 日 地 相信 和 这个“ 魔 盒 ”. 

心算 和 估计 对 检验 自动 计算 是 极其 重要 的 .它们 需要 基本 
的 算术 苇 巧 .四 功能 计算 器 对 运算 的 顺序 保持 着 控制 ,运算 必须 
依次 进行 ,自动 化 的 只 是 算法 .例如 为 了 用 计算 器 进行 长 除法 ， 
孩子 必须 懂得 除数 利 被 除数 的 区 别 .为 了 用 基本 计算 器 计算 平 
均值 ,孩子 必须 知道 求 平均 值 的 方法 是 先 把 观测 量 加 在 一 起 ， 
然后 用 观测 次 数 去 除 .这 样 , 孩 子 们 一 旦 理解 了 运算 ,就 可 以 开 
始 在 他 们 学 习 数 据 时 使 用 计算 器 .其 后 ,我 们 可 以 使 用 由 键 人 的 
数据 直接 计算 样本 平均 值 和 标准 离 差 的 计算 器 而 不 必 再 管 它 已 
经 掌握 的 常规 算法 . 

在 更 高 级 的 水 平 土 ,有 些 眠 形 图 应 该 先 用 手绘 出 然后 才能 
转身 有 豚 引 力 的 软件 . 它 能 从 原始 数据 直接 分 组 并 爷 出 矩形 图 
来 .更 重要 的 或 许 是 由 实际 机 过 装置 和 物理 模拟 所 获得 的 经 驻 ， 
所 如 在 进行 计算 机 模 氢 之 前 ,应 该 有 由 一 合子 中 摸 出 彩色 珠子 
的 经 验 .“ 微 现世 界 "不 一 定 同 现实 有 什么 关系 .然而 学 生 们 总 是 
异 向 于 相信 计算 机 表现 现实 .从 物理 的 到 数字 的 细致 的 尿 步 转 
变 是 非常 重要 的 . 当 计算 器 和 计算 机 已 是 正常 的 教室 环境 的 一 
部 分 , 它 必 须要 使 用 而 不 是 留 给 特殊 科 月 或 高 年 级 时 ,逐步 学 会 
使 用 它 就 最 容易 . 


从 数据 到 推断 


我 们 有 几 个 组 织 原则 能 够 帮助 我 们 看 到 数据 各 机遇 作 为 一 
个 紧密 的 整体 的 数学 研究 .其 中 一 个 原则 是 : 思想 进程 是 从 数据 
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我 们 的 讨论 : 

参数 据 分 析 , 它 包括 组 织 、 描 述 和 概括 数据 . 

全 数据 产生 ,通常 对 某 个 较 大 总 体 回答 一 些 特 殊 的 问题 . 

全 概率 ,随机 性 的 数学 描述 . 

全 推断 ,由 数据 得 出 结论 ， 

这 种 主题 的 进程 即 表示 这 领域 的 还 辑 发 展 , 也 表示 概念 的 困难 
程度 .因此 , 它 给 出 统计 学 的 题材 出 现在 学 校 课程 中 的 一 般 顺 
序 . 当 然 , 后 面 三 个 标题 在 数据 分 析 的 论述 一 开始 也 非 正式 的 出 
现 .在 最 低 年 级 也 可 以 开始 有 产生 数据 的 经 验 , 特 别 是 随机 性 后 
果 的 经 验 . 同 样 , 从 初级 阶段 ,就 应 该 鼓励 学 生 由 数据 得 出 非 正 
式 的 结论 . 

这 个 框架 的 主要 缺点 是 : 它 并 不 强调 ,概率 不 仅 是 统计 的 一 
部 分 ,概率 本 身 也 很 重要 .只 要 学 生 懂 得 分 数 ,无 论 是 概率 的 概 
念 ,还 是 概率 基本 的 数学 事实 ,都 可 以 在 小 学 引进 ,但 是 ,概率 在 
统计 思想 的 进程 中 有 其 自然 的 位 置 .产生 数据 的 统计 设计 可 以 
刻 划 为 ,在 随机 抽样 和 随机 化 的 比较 实验 中 审慎 地 运用 概率 .这 
就 给 我 们 提供 机 会 ,使 学 生 对 随机 性 产生 更 多 的 经 验 , 并 且 进 一 
步 在 数值 概括 (例如 几 个 观测 值 的 平均 值 ) 中 进而 学 习 随 机 变 
差 .在 具体 的 随机 选取 和 模拟 中 都 可 运用 概率 . 

区 一 方面 ,正式 的 统计 推断 要 求 对 概率 有 某 种 理解 .因此 ， 
把 概率 一 节 放 在 数据 产生 那 节 和 推断 那 节 之 间 就 比较 合 情 合 
理 .因为 学 生 在 学 习 概 率 和 基于 概率 的 推断 时 会 遭遇 很 大 的 概 
念 困难 ,在 中 学 里 对 这 些 主 题 进行 正式 数学 讨论 或 许 更 应 该 是 
在 选修 课程 而 不 是 在 核心 课程 中 . 


数据 分 析 


数据 分 析 是 一 种 新 生 的 描述 统计 学 , 它 带 来 新 方法 ,更 强调 
图 形 学 以 及 来 自 约 输 ` 塔 基 (John Tukey) 的 谐 调 一 致 的 哲学 . 
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GEHE Tukey 的 《全 集 》 的 第 3.4 着 包含 他 在 这 个 领域 的 著作 .8 
一 位 评论 者 推荐 第 4 卷 中 的 第 12 篇 论文 为 一 个 好 的 起 点 .) 数 
据 分 析 的 本 质 是 “让 数据 说 话 ”, 方 法 是 寻找 数据 中 的 模式 ,而 不 
是 一 开始 就 考虑 数据 是 否 代 表 某 全 更 大 的 领域 . 
检查 数据 常常 损 示 出 没有 料 到 的 特征 .如 果 数 据 产生 是 为 
了 回 等 一 个 特殊 的 问题 ! 这 是 证 明 诸如 置信 区 间 和 显著 性 检定 
之 类 的 传统 方法 合理 的 基础 ,这 种 不 同 寻常 的 特征 可 能 引导 我 
们 重新 考虑 我 们 所 制定 的 分 析 计 划 .因此 在 正确 的 统计 实践 中 ， 
细致 的 数据 分 析 总 是 先 于 正式 的 推断 . 
在 另外 的 情形 下 ,我 们 心中 并 没有 特殊 的 问题 ,并 且 打 算 让 
数据 提出 我 们 能 通过 进一步 研究 试图 加 以 证 实 的 结论 .这 时 我 
们 就 要 恋 到 “探查 数据 分 析 ” ,就 像 探 险 者 进入 未 知 地 域 一 样 . 
对 数据 分 析 最 著名 的 黄 献 是 提出 展示 数据 的 新 方法 ,例如 
干 形 图 标 绘 法 和 和 矩形 图 标 绘 法 (或 者 干 - 叶 标 绘 法 和 和 矩形 - 触 
须 图 标 给 法 ,假如 你 襄 欢 长 的 名 词 ). 从 这 些 例子 很 容易 把 数据 
分 析 看 成 是 一 组 巧妙 的 工具 而 于 掉 它 的 组 织 原则 .不 论 是 复杂 
数据 集 的 分 析 ,还 是 对 数据 的 教学 顺序 ,下 面 三 个 原则 都 可 以 提 
殿 有 用 的 引导 ; 
1. 从 简单 过 渡 到 复杂 ,从 考查 单一 变量 到 两 个 变量 之 间 关 
系 到 多 个 变量 之 间 的 联系 . 

2. 在 考查 数据 时 ,首先 寻找 一 个 整体 模式 ,然后 寻找 同 该 
模式 的 显著 的 偏差 . 

3. 从 图 形 显示 过 滤 到 对 数据 的 特殊 方面 进行 数值 测量 ,到 
整体 模式 的 紧 凌 的 数学 模型 , 


数据 显示 


第 一 条 和 第 三 条 原则 提出 学 习 数 据 要 从 显示 单一 变量 的 分 

布 开 始 . 这 类 数据 大 都 或 者 是 计数 出 来 的 (这 就 是 为 什么 像 颜 色 

之 类 的 定性 变量 变 成 为 数值 变量 ) ,或 者 有 单位 的 测量 .数据 显 
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示 的 特殊 方法 可 以 平行 于 早期 定量 概念 的 发 展 提出 来 .“ 一 人手 


M&M 牌 糖果 ,每 种 颜色 有 完 少 ?" 可 以 通过 数 数 定 下 来 ,并 通过 
一 堆 有 颜色 的 框图 来 显示 - 

后 来 二 位 数 的 干 形 图 能 够 强化 整数 中 十 位 数 和 个 位 数 的 区 
别 . 二 位 数 的 数据 干 形 图 把 十 位 数列 成 “ 干 " 而 记录 观测 量 时 把 
个 位 当成 叶子 放 在 适当 的 干 上 .例如 ,下 面 就 是 一 个 干 形 图 , 表 
示 大 个 儿 重 斯 (Babe Ruth) 每 年 在 扬 基 队 比 赛 中 打出 的 本 又 打 
的 数目 . 
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们 需要 理解 “ 介 于 中 间 ” 的 意义 ,把 数 编组 的 能 力 以 及 在 图 形 中 
设 定 并 使 用 标 度 的 技巧 ， 

随 着 数据 中 的 数 变 得 复杂 ,在 干 形 图 和 矩形 园 上 在 已 知 变 
动 中 进行 选取 需要 更 多 的 判断 .例如 , 几 位 数 的 干 形 图 常常 需要 
截 尾 或 四 会 五 入 .把 几 个 多 位 数 分 组 做 成 垂 形 图 要 求 对 十 位 数 
的 题 序 有 一 个 清楚 的 了 解 . 小 心地 计划 很 重要 ,这 是 为 了 避免 给 
学 生 留 的 作业 超出 他 们 的 计数 能 力 .但 是 初级 班 中 的 数据 分 析 
会 使 学 生 在 现 有 的 数学 课程 中 学 到 的 重要 概念 和 技能 通过 有 趣 
的 应 用 而 得 到 现 固 和 加 强 ， 

当 我 们 造 出 数据 的 展示 ,我 们 必须 解释 它 并 把 我 们 的 理解 
同 其 他 人 交流 ,孩子 们 自然 并 不 能 “读数 据 , 正 像 他 们 不 能 生 下 
来 就 能 读 字 一 样 .必须 教 他 们 观察 数据 的 战略 以 及 应 该 觉察 到 
的 个 别 特征 .在 第 二 个 原则 中 已 经 表示 我 们 的 战略 : 先 寻 找 模 
式 ,然后 寻找 偏差 . 当 我 们 通过 第 一 个 原则 白 经 过 的 阶段 时 ,个 
别 的 特征 就 变 了 .下 面 例子 表示 在 单 变量 情形 下 的 这 个 过 程 . 
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曾 斯 的 一 个 赛季 打出 60 AAEN R. TEE AE 
历年 比赛 中 的 兽 斯 ( 左 方 1 和 马 科斯 紫 年 击 出 的 全 全 打 的 背 
对 背 的 比较 图 表 ， 
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鲁 斯 分 布 的 整体 形状 是 大 致 对 称 的 ,中 心 大 约 是 46 FES 
打 , 也 就 是 有 一 半年 份 超过 46 个 ,一 半年 份 不 到 46 个 ,与 整体 [105] 
模式 没有 很 大 的 偏差 . 鲁 斯 在 1927 年 著名 的 60 个 全 双打 和 其 
他 值 相 比 并 不 特别 突出 , 它 是 大 个 子 的 最 佳 成 就 ,但 从 他 整个 生 
涯 来 看 也 不 是 特别 不 平常 的 . 

与 此 相反 , 马 利 斯 在 1961 年 的 全 百 打 记录 是 偏离 中 心 的 ， 
它 明 显 落 在 他 整体 模式 的 外 面 ,除了 偏离 中 心 的 记录 之 外 ,他 的 
整体 模式 也 大 致 是 对 称 的 ,中 心 大 约 是 23, 这 两 个 分 布 的 不 向 
位 置 表明 鲁 斯 作为 全 垒 打 的 击 球 手 的 总 体 优势 . 

我 们 通过 观察 单个 变量 的 分 布 的 整体 模式 ,就 会 学 会 寻找 
对 称 性 或 偏 斜 度 , 寻 找 一 个 或 几 个 峰值 ,寻找 中 心 以 及 围绕 中 心 
的 扩展 程度 .对 于 一 个 正则 模式 的 重要 偏差 有 间断 和 偏离 中 心 
点 .值得 注意 的 是 ,虽然 构造 显示 图 是 一 种 要 学 会 的 操作 ,解释 
它们 也 要 求 有 一 定 的 判别 能 力 . 
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没有 一 种 实际 数据 的 分 布 真正 具有 符合 某 种 数学 形状 的 完 
美的 对 称 性 .也 不 是 所 有 的 分 布 都 能 简单 用 对 称 或 偏 斜 来 描述 . 
太 强 调 把 我 们 所 见 到 的 分 布 进行 分 类 ,常常 使 教师 和 学 生 灰 心 
丧气 .要 学 会 观察 明显 的 特征 ,而 不 是 在 不 明显 的 特征 上 过 多 考 
虑 .还 应 该 注意 的 是 ,观察 数据 自然 就 引导 我 们 对 所 见 到 的 进行 
解释 .例如 当 我 们 注意 到 重 斯 的 60 个 全 又 打 对 他 来 说 并 不 是 什 
人 么 不 平凡 的 表现 ,而 马 利 斯 的 61 个 全 瘟 打 则 是 一 个 远 远 超 出 他 
通常 水 平 的 突出 成 绩 ， 

解释 分 布 的 整体 形状 是 学 习 观 察 数 据 的 一 个 重要 组 成 部 
分 .图 2 的 第 形 图 显示 学 生 所 收集 的 在 《大 众 科 学 ?杂志 上 字 的 

(106) 长 度数 据 .分布 向 右 偏 斜 ,因为 2 个 字母 到 5 个 字母 的 字 有 许 
多 ,而 长 字 则 较 少 .( 通 常 的 统计 词汇 中 把 仿 幸 的 方向 定 为 长 尾 
的 方向 ,而 不 是 大 多 数 观测 值 集中 的 方向 .) 
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图 2 学 生 所 收集 的 在 ft 大 众 科 学 ?杂志 上 字 的 长 度 的 数据 硬 示 出 偏 疼 分 
布 ,因为 较 短 的 字 比 较 长 的 字 更 常用 . 


图 3 的 矩形 图 表示 各 州 的 学 习 能 力 倾 庙 测 验 (SAT) 口 试 部 
分 的 平均 分 数 .分 布 是 双 峰 的 .靠近 425 表示 的 州 ,其 中 大 多 数 
上 学 院 的 学 生 参 加 SAT ,而 较 高 值 的 峰值 表示 的 州 , 其 中 大 多 数 
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学 生 参 加 美国 学 院 测 验 (ACT) 考 试 ,而 只 有 申请 上 特 选 的 学 院 
的 学 生 才 参加 SAT. 


t0 
= 


6 


频 度 


4 


2 


Ba 400 420 440 460 480 500 520 540 
SATY EHR 
E3 种 州 SAT 口试 平均 分 数 的 数据 显示 出 两 峰 , 它 反映 不 同 的 参加 测试 
传统 , 某 些 州 中 ,大 多 数 上 学 院 学 生 参加 SAT, 而 在 另外 一 些 州 只 有 
‘bate Bh SAT 一 一 因为 大 只 数学 生 参 加 ACT Bik, 


数据 描述 


在 考查 鲁 斯 和 马 利 斯 的 本 全 打数 据 时 ,我 们 已 经 看 到 计算 有 
助 于 我 们 描述 数据 .通过 简单 的 计数 (“一 半 多 ,一 半 少 ") ,我 们 就 
能 更 精确 地 得 出 在 干 形 图 看 到 的 中 心 差 数 .数学 工具 的 自然 演进 
在 第 三 个 原则 中 显现 出 来 ,由 图 形 到 数值 测量 到 数学 模型 . 
在 单 变量 数值 分 布 的 情形 ,数值 描述 的 基本 点 是 分 布 的 中 
心 (或 位 置 ) 和 扩展 (或 散 度 ).( 老 的 名 词 称 为 中心 倾 向 ", 上 比 起 
“中 心 "或 “位 置 " 来 既 长 文 不 清楚 , 现 已 很 少 被 统计 学 家 使 用 ,应 
予 放弃 .) 对 于 位 置 与 扩展 有 两 个 共同 组 的 描述 测量 值 :一 是 具 
有 四 分 位 (或 者 其 他 百 分 位 ) 的 中 位 数 以 及 具有 标准 离 莽 的 平均 [107] 
值 . 百 分 值 只 楼 求 计数 和 权 得 简单 分 数 ( 对 于 中 位 数 和 四 分 位 数 


就 是 十 , 垃 , 寺 ). 平 均值 是 指 算术 平均 .因此 , 当 学 生 掌 乌 基 本 算 
术 技巧 之 后 ,就 可 以 引进 平均 值 . 中 位 数 、 四 分 位 数 ,最 小 值 .最 
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大 值 .这 些 简 单 的 度量 形成 有 用 的 描述 词汇 ， 

有 了 所 显示 数据 的 形状 和 数值 度量 之 间 关 系 的 经 验 ,会 加 
强 学 生 的 数字 感 .虽然 显示 和 度量 都 是 初等 的 ,但 不 应 该 低估 能 
有 效 运 用 它们 (而 不 是 简单 地 计算 观测 值 ) 的 数学 理解 力 . 例 如 ， 
在 新 教材 的 一 次 测试 中 ,学 生 和 老师 都 不 相信 ,在 一 中 心 具 有 许 
多 观察 值 的 特殊 分 布 的 右 端 加 上 新 的 观测 值 ,会 保持 中 位 数 不 
变 .3 学 生 们 有 亲自 动手 处 理 多 组 数据 的 经 验 ,包括 力图 通过 观 
察 显示 以 及 讨论 结果 来 估计 测量 值 ,有 助 于 他 们 自己 理解 这 种 
表面 上 简单 的 运算 , 像 对 有 序 表 数 到 一 半 { 中 位 数 ) 以 及 对 所 有 
值 求 平 均 ( 平 均值 ) . 

通过 中 位 数 ,四 分 位 数 以 及 最 大 最 小 观测 信 对 分 布 进 行 数 
值 描述 导致 新 的 图 形 显 示 法 一 一 框 形 图 .下 面 的 例子 说 明 这 个 
工具 能 够 儿 有 用 .美国 农业 部 的 条 例 把 热狗 分 为 三 种 类 型 ; 牛 
内 ,猪肉 和 鸡肉 .这 三 种 类 型 所 包含 的 卡路里 数 有 没有 差别 ? 图 


每 个 热狗 的 卡路里 数 
g 


B 


+ M wi 


图 4 =P RMS RT Se p , 猪 秽 和 鸡肉 各 种 商标 的 热 
独 的 卡路里 数 的 中 位 数 ,四 分 位 和 极 值 .我 们 不 难看 出 鸡肉 热狗 帮 
为 一 个 组 ,每 个 热狗 包含 更 少 的 卡路里 . 
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4 用 三 个 方 框 显示 .这 三 种 类 型 各 种 商标 的 热狗 ,每 个 热狗 的 卡 
路 里 数 的 分 布 . 方 框 端 点 表示 四 分 位 数 , 方 框 内 横 线 表示 中 位 
数 . 框 外 触须 扩张 到 个 别 观 测 的 最 小 值 和 最 大 值 ,由 此 可 以 看 出 
牛肉 和 猪肉 热狗 的 每 个 热狗 的 卡路里 值 相似 ,而 鸡肉 热狗 从 整 
体 上 讲 热 值 要 小 得 多 . 


数学 模型 


在 简短 讨论 单 变量 数据 过 程 中 ,我 们 还 没有 提 到 标准 离 差 ， 
也 没有 谈 到 由 图 形 显示 到 数值 描述 到 数学 模型 的 最 后 阶段 .在 
数据 描述 中 标准 离 差 有 许多 不 利之 外 , 它 很 难 用 基本 计算 器 来 
计算 , 它 对 于 少量 极 值 极为 敏感 , 它 也 很 难 明显 有 目的 地 引进 来 
《从 这 三 方面 看 ,观测 量 与 其 平均 值 的 绝对 偏差 的 平均 值 或 中 数 
更 可 取 ). 

然而 标准 离 差 在 统计 学 中 非常 重要 ,因为 它 对 正 态 分 布 来 
说 是 扩展 的 自然 测度 . 正 态 曲 线 为 数据 分 布 的 整体 模式 提供 一 
个 紧 凌 的 数学 描述 的 例子 . 它 是 一 种 数学 的 理想 化 ,并 不 抓 住 实 
质数 据 中 的 不 正规 性 或 者 像 偏 离 中 心 的 偏差 .举例 来 说 , 正 态 曲 
线 是 完全 对 称 的 ， 

为 一 般 学 生 提 供 的 大 多 数 教材 在 讲 到 正 态 分 布 之 前 就 告 一 
段落 .例如 美国 统计 协会 和 数学 教师 全 国 委员 会 合 编 的 数学 文 
IEAB 710,11, 15 就 是 这 样 .一 个 理由 可 能 是 , 正 态 分 布 和 其 
他 分 布 的 传统 观点 是 把 它 看 成 概率 分 布 ,因此 只 有 对 概率 学 过 
相当 的 知识 之 后 ,才能 进一步 学 习 . 但 是 ,并 不 一 定 非 得 引进 形 
式 的 概率 才能 使 人 知道 .一 大 群 同年 龄 同性 别 的 人 的 身高 大 致 
是 正 态 分 布 或 者 轮 盘 的 停 点 在 圆 上 大 致 是 均匀 分 布 的 . 

图 5 表示 印第安 那州 的 加 利 市 全 部 947 名 七 年 级 学 生 的 爱 
茶 华 词汇 测验 的 分 数 的 矩形 图 , 附 有 正 态 曲 线 , 它 近似 描绘 分 数 
的 分 布 .图 中 十 分 清楚 地 表明 , 正 态 曲线 如 何 对 某 些 数据 分 布 提 
供 一 个 理想 化 的 数学 模型 
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1109} 


由 特殊 的 观测 到 “所 有 观测 量 " 的 理想 化 的 描述 是 一 次 实质 
性 的 抽象 .使 用 像 正 态 分 布 或 一 致 性 分 布 这 类 数学 模型 来 表述 
这 种 抽象 是 向 了 解数 学 的 威力 迈 出 重大 一 步 .在 这 方面 ,计算 机 
模拟 非常 有 帮助 .学 生 们 能 够 在 他 们 对 数据 的 经 验 的 基础 上 做 
出 “总体 模型 ,把 他 们 的 模型 输入 计算 机 ,并 且 从 总 体 仿 造 观测 
值 .把 仿造 的 数据 同 模型 进行 比较 ,可 以 提供 关于 概率 和 随机 性 
的 更 多 经 验 . 正 态 曲线 的 基本 性 质 ,把 观测 值 标准 化 到 关于 平均 
值 的 标准 岛 差 单位 的 标 度 上 的 思想 以 及 应 用 标准 正 态 表 来 计算 
相对 频率 ,都 能 在 数据 模型 的 正规 模式 的 基础 上 发 展 起 来 . 


2 4 6 B 10 12 
DIL Be 853 PR E BS RE 


图 5 约 1000 名 七 年 级 学 生词 汇 测验 得 分 的 方 框图 ,表明 它 十 分 符合 于 钟 
形 正 态 曲 线 的 理想 化 分 布 . 


虽然 ,数学 意义 下 的 分 布 是 单 变量 数据 的 描述 方法 的 进程 
的 最 后 一 步 , 但 它们 必定 出 现 相当 退 ,哪怕 是 可 以 在 概率 全 面 引 
进 之 前 就 能 出 现 分 布 .同时 ,只 有 当 学 生 逐 步 掌 握 了 必要 的 数学 
概念 和 技能 ,才能 发 展 多 变 重 数据 的 经 验 .按照 我 们 的 第 一 原 
则 ,在 考查 单个 变量 之 后 ,才能 开始 研究 两 个 变量 数据 .但 是 有 
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用 的 数学 模型 在 两 个 变量 情形 更 容易 掌握 ， 

两 个 变量 数据 的 基本 图 形 是 散 点 图 , 它 提 供 理解 平面 上 坐 
标 概 念 的 基础 .在 散 点 图 上 ,聚集 点 ( 女 学 生 和 男 学 生 ?) 和 偏离 
中 心 点 引起 讨论 .最 简单 的 整体 模式 是 线性 趋势 .对 线性 模式 给 
出 一 个 简单 描绘 的 数学 模型 是 直线 及 其 方程 .数值 的 度量 包括 
每 个 变量 分 别 的 中 心 和 扩展 的 度量 ,作为 描绘 线性 关系 的 拟 合 
直线 的 斜率 ,或许 还 有 作为 度量 线性 相关 的 强度 的 相关 系数 . 

相关 系数 ,正如 标准 偏差 一 样 ,与 传统 的 统计 模型 和 方法 紧 
密 相连 . 它 的 优点 虽然 是 实 实在 在 的 ,但 只 有 到 比较 高 级 的 学 习 
阶段 才 清 楚 地 显示 出 来 .相关 系数 与 最 小 平方 回归 密 切 相关 ,也 
就 是 相关 性 度量 一 种 特殊 的 直线 相关 性 的 强度 .正如 应 该 把 标 
准 偏差 拖 到 给 出 正 态 分 布 的 上 下 文 之 后 再 讲 , 相 关 性 与 最 小 平 
方 回归 应 该 在 中 学 学 生 实 实在 在 地 学 过 统计 学 本 身 之 后 才 
出 现 . 

数据 分 析 大 部 分 ,由 于 本 身 非 常 有 用 ,能 够 从 小 学 低 年 级 一 
直 教 到 中 学 一 .二 年 级 ,成 为 发 展 定量 技能 和 推理 能 访 的 整个 教 
育 的 一 部 分 .有 了 这 种 基础 ,直线 拟 合 可 以 通过 眼睛 直观 或 者 通 
过 更 简单 的 方法 进行 ,这 些 方法 比 最 小 平方 计算 起 来 更 容易 ,并 
且 更 能 对 付 极端 观测 值 .数量 文化 教材 "给 这 种 方法 提供 了 一 
个 清楚 的 解释 , 适 于 中 年 级 采用 . 

多 变量 数据 还 有 一 些 方面 度 该 比 相 关 性 和 最 小 平方 回归 还 
要 早教 ,其 中 包括 解释 变量 和 响应 变量 的 区 别 .关联 性 与 因果 性 
的 关系 ,以 及 不 可 测量 的 “闪避 变量 "对 观察 到 的 关联 性 的 影响 . 
这 些 思 想 非 常 深刻 但 是 不 能 计算 ,它们 最 好 通过 各 种 各 样 的 显 
示 和 计算 方法 ,对 真实 的 数据 得 到 的 经 验 加 以 讨论 来 掌握 ,它们 
与 理解 自然 科学 和 社会 科学 所 提供 的 各 种 解释 关系 也 非常 密 
切 . 

在 一 般 学 校 课程 中 教 数据 分 析 时 ,所 选 的 题材 不 应 该 看 它 
们 在 统计 学 科 中 的 重要 性 ,而 是 应 该 考虑 它们 与 学 生 是 否 密切 
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[110] 


[148] 


相关 ,它们 是 否 有 助 于 加 强 学 生 对 普遍 的 定量 的 理解 ,以 及 它们 


是 否 对 不 确定 数据 的 推理 有 所 神 益 .统计 学 的 确 本 身 很 重要 ,在 
大 多 数 行 业 中 , 它 比 微 积分 更 重要 .这 种 重要 性 应 该 反映 在 中 学 
高 年 级 重要 的 选修 课 中 ,其 中 应 该 包括 更 高 等 的 数据 分 析 以 及 
数据 产生 ,概率 和 统计 推断 . 


产生 数据 


好 的 数据 就 估 CD 激光 唱 盘 和 杂交 谷物 一 样 是 人 脑 的 智能 
产品 .有 许多 理由 说 明 ,为 什么 产生 数据 是 关于 数据 和 机 过 的 教 
学 的 重要 组 成 部 分 .对 于 我 们 十 分 熟悉 的 数据 ,我们 最 能 有 效 地 
进行 数据 分 析 , 因 为 熟知 使 我 们 考虑 到 要 寻找 的 预期 的 特征 ,并 
且 对 没有 预料 的 特征 提出 解释 .为 了 回答 特殊 的 问题 ,通过 统计 
设计 来 产生 数据 是 联系 数据 分 析 和 基于 概率 的 经 典 推 断 的 桥 
法 .对 于 极端 的 态度 -一 不 管 是 认为 统计 无 法 证 明 的 怀疑 和 不 
fa ,还 是 不 顾 一 切 地 讶 月 相信 , 对 此 ,我 们 总 是 对 统计 证 据 表 示 
欢迎 一 一 除了 从 问题 开始 而 以 基于 我 们 自己 产生 的 数据 所 得 到 
的 答案 告终 的 经 验 之 外 ,没有 更 好 的 治疗 办 法 . 

统计 学 教学 中 所 用 的 数据 有 几 个 来 源 ,大 部 分 是 现成 的 数 
据 ,它们 只 是 由 教师 或 教 本 提供 的 数字 .如 果 数 据 能 够 提供 解释 
和 讨论 以 及 培养 技能 的 良好 基础 ,我 们 就 可 以 在 学 生 的 经 验 或 
兴趣 的 范围 之 内 的 主题 挑选 数据 并 旦 提供 适当 的 背景 信息 . 现 
成 数据 对 于 较 大 的 孩子 更 有 用 ,因为 他 们 有 更 广泛 的 知识 和 经 
验 去 理解 数据 的 背景 .我 们 能 在 课堂 上 讲 那些 学 生 们 自己 不 能 
产生 的 有 趣 信息 ,这样 就 能 很 好 利用 省 下 来 的 时 间 和 精力 ,例如 
有 关 附 近 城 镇 或 急 区 的 政府 的 数据 常常 表现 出 人 口 .住房 .收入 
和 健康 状况 的 模式 ,这 些 数据 都 信息 丰富 , 令 人 惊奇 . 

第 二 个 数据 来 源 是 课堂 数据 ,它们 是 在 教室 中 收集 的 ,主要 
与 班 上 的 学 生 有 关 ,而 不 同 结论 是 否 对 于 更 大 的 群体 也 成 立 ,不 
过 对 其 结论 的 适用 范围 也 有 同样 的 限制 .我 们 可 以 从 简单 的 问 
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一 个 问题 产生 整数 的 数据 ,第 二 个 问题 产生 两 位 小 数 的 数据 .在 
计划 产生 数据 的 过 程 中 ,要 事先 想到 要 进行 的 数据 分 析 , 这 点 不 
管 对 于 配备 软件 的 专家 ,还 是 注意 学 生 应 该 面 对 整 数 还 是 小 数 
的 老师 都 基 一 个 提醒 .测量 也 能 产生 课堂 数据 :用 一 个 卷 尺 测 
量 , 得 出 所 有 学 生 的 肩 宽 和 两 萌 平 展 的 长 度 ,然后 做 出 散 点 图 并 
研究 所 揭示 出 的 关系 ， 

实验 是 第 三 个 数据 来 源 . 实 验 是 一 种 主动 的 产生 数据 的 方 
法 .观测 ,不 论 是 询问 还 是 测量 ,是 谋求 在 不 改变 所 观测 的 人 或 
物 的 情况 下 收集 数据 的 .在 实验 中 ,我 们 真正 运用 一 些 刺 激 , 为 
的 是 观察 其 反应 .在 实验 的 情况 下 ,解释 变量 和 响应 变量 之 间 的 
区 别 最 为 清楚 ,而 这 是 因果 性 解释 的 重要 部 分 .实验 在 基础 科学 
中 最 常见 , 它 不 同 于 产生 课堂 数据 的 问题 或 测量 , 它 真 正 要 得 出 
可 以 应 用 于 更 大 范围 的 结论 . 当 学 生 们 把 气球 内 的 空气 加 热 , 看 
着 气球 涨 大 ,他 们 要 求 理 解 的 不 仅仅 是 一 个 气球 的 行为 ,而 生还 
有 热 对 气体 产生 的 一 般 结果 .这 种 相当 大 的 概念 飞跃 常常 是 洪 
移 默 化 ,没有 明显 讲 出 来 . 

从 课堂 数据 过 渡 到 统计 设计 的 样本 有 极 大 的 优点 , 它 明显 
地 显示 出 由 这 一 点 数据 到 代表 更 大 一 类 总 体 的 数据 的 转变 .如 
何 抽象 是 统计 学 之 内 的 一 个 主题 , 它 的 离 意 要 比 仅 仅 生 成 有 趣 
的 数据 来 进行 分 析 远 为 广泛 .统计 学 对 于 如 和 何 进行 实验 还 有 很 
多 话 要 讲 ,虽然 统计 学 的 建议 与 基础 科学 大 多 数 实验 并 没有 关 
系 .样本 设计 和 实验 设计 是 系统 研究 数据 产生 的 主要 课题 .但 
是 ,无 论 从 脖 辑 上 还 是 从 课堂 经 验 上 来 看 ,首先 要 讲 另 一 个 课 
题 :无 论 是 询问 问题 还 是 测量 来 产生 课堂 数据 都 引出 关于 测量 
的 问题 . 


测 E 
测量 某 一 种 特征 的 意思 就 是 用 一 个 数 来 表示 它 .这 个 基本 
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概念 已 经 引进 一 种 抽象 .对 于 测量 的 思考 最 终 已 经 导致 我 们 已 


经 周密 地 想到 为 什么 某 些 数 是 有 信息 的 而 和 劳 一 些 数 是 不 相干 的 
或 者 塞 无 意义 .首先 ,什么 坚 一 个 特殊 性 状 的 肥效 的 (适当 的 或 
有 意义 的 ?测量 方 法 ? 我 们 可 以 由 可 触摸 到 的 物理 特征 开始 .长 
度 很 容易 测量 .我们 者 同意 用 尺 可 以 测量 它 .面积 就 比较 难 测 
E ,我 们 不 能 像 用 尺 对 齐 任何 长 庆 那 样 来 “对 齐 " 二 维 中 所 有 可 
能 的 形状 .我 们 必须 努力 去 了 解 我 们 要 测量 的 特征 ,去 设计 一 个 
合适 的 仪器 以 及 关注 所 用 的 单位 以 及 它 与 其 他 单位 的 关系 .其 
至 于 对 于 物理 测 重 ,对 于 这 类 问题 的 学 习 贯 穿 在 学 校 的 数学 和 
科学 课程 的 始终 ， 

但 是 ,物理 测量 和 的 有 效 性 比 起 社会 科学 和 行为 科学 的 测量 
问题 来 要 简单 得 多 .测量 一 个 家 庭 有 多 窜 误 者 一 个 同学 有 多 友 
好 有 什么 好 方法 ? 爱 荷 华 测试 或 者 ACT 和 SAT 学 院 人 学 试验 
真正 测量 出 什么 ? 对 这 些 问 题 仔细 的 研究 就 会 离 题 太 远 , 但 是 
我 们 应 该 鼓励 学 生 问 :为 了 要 达到 预想 的 目标 ,数据 是 否 事实 上 
是 有 效 的 ,过 了 65 岁 的 司机 比 起 16 到 17 岁 的 司机 要 出 更 多 的 
车 祸 死亡 事故 .难道 十 几 岁 的 年 轻 人 真 不 那么 有 风险 吗 ? 不 ,只 
是 因为 65 岁 以 上 的 司机 人 数 更 多 .真正 适当 的 测量 是 事故 的 比 
率 而 不 是 次 数 . 十 几 岁 青年 车 祸 死亡 事故 率 大 约 是 老年 人 的 三 
fF. 

测量 仅 次 于 有 效 性 的 第 二 个 主要 品质 是 准确 度 , 浏 量 过 程 
可 能 表现 系统 误差 或 者 偏差 . 像 一 个 磅 秤 的 读数 总 少 3 磅 ,偏差 
只 有 当 测 量 应 该 得 出 的 “ 真 值得 到 明确 理解 时 , 才 是 一 个 明确 
的 思想 .SAT 的 分 数 的 可 能 偏差 一 直 是 激烈 争论 的 题目 ,因为 没 
有 ”真确 值 "可 用 来 进行 比较 ,一 般 来 讲 , 物 理 测量 要 比 行为 或 社 
会 测量 远 为 了 明确 得 多 . 

测量 过 程 还 表现 出 谈 差 , 即 对 同一 重 进行 重复 测量 并 不 得 
册 间 一 结果 .通常 仪器 所 产生 的 变 差 { 像 浴室 用 标尺 和 皮 只 测 
量 ) 对 于 所 有 敏 达 到 的 准确 度 来 说 是 很 小 的 .因此 ,我 们 总 是 对 
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测量 中 的 恋 差 忽略 不 计 . 我 们 要 求学 生 在 测量 长 度 或 者 重量 时 ， 


在 刻度 之 间 进 行 插值 ,或 者 通过 肉眼 估计 长 度 或 计数 ,就 可 得 出 
一 组 可 变 的 观测 值 ,其 分 布 可 以 用 数据 分 析 工 具 来 显示 和 讨论 ， 
侦 差 可 以 通过 测量 值 分 布 的 中 心 来 描述 ,而 变 差 可 以 用 扩展 来 
描述 . 

学 生 在 测量 活动 之 后 对 数据 的 讨论 使 他 们 提高 对 测量 质量 
问题 的 敏感 度 .下 面 就 是 学 院 一 个 班 的 例子 ，: 


教师 要 每 位 学 生 测量 他 或 她 的 心率 (每 分 心跳 次 数 )， 
并 记录 在 一 张 纸 上 .收集 到 的 数据 的 干 形 图 表 出 一 个 偏离 
中 心 的 点 见 平 肯定 是 来 自 一 个 大 错 , 虽 然 没 有 人 会 承认 他 
RE BHO BK 180. 和 干 形 图 还 表现 出 心率 尾数 为 和 过 
多 实在 令 人 怀疑 .经 过 询问 揭示 ,有 此 学 生 在 体操 课 上 学 会 
MOP HOCKRARR LE 10. 这 就 导致 对 所 用 的 测量 方法 
的 讨论 ,大 多 数学 生 数 60 秒 的 心跳 数 . 班 上 认为 这 种 方法 
比 体 操 班 的 方法 更 为 准确 ,但 是 它 在 50 秒 期 间 一 开始 和 结 
东 时 的 一 半 心 跳 有 误差 .有 人 提出 用 秒表 计量 精确 50 次 心 
跳 的 时 间 ,然后 由 这 个 时 间 算 出 每 分 钟 的 心跳 数 . 这 个 方法 
被 接受 为 更 准确 的 实用 测量 的 方法 . 
统计 设计 
样本 调查 和 实验 设计 是 统计 学 的 核心 课题 ,也 是 概念 上 一 
次 重大 转变 .数据 分 析 强 调 手 头 的 特殊 的 数据 ,而 现在 数据 被 看 
成 代表 更 大 的 总 体 ,而 我 们 所 要 了 解 的 正 是 这 个 总 体 .学 生 们 往 
往 党 得 这 再 一 次 抽象 不 好 理解 .例如 ,他 们 总 是 把 几 个 学 生 所 做 
的 实验 工作 .所 得 出 结果 的 差异 试图 妇 结 为 个 人 (例如 萨 拉 , 马 
休 和 卢 斯 }) 的 特征 .而 “抽样 "的 观点 只 是 把 这 些 学 生 看 成 大 的 学 
生 群 体 的 代表 .我 们 对 于 个 人 特点 不 再 感 兴趣 ,尽管 它们 也 许 能 
够 解释 萨 拉 . 马 休 和 卢 斯 的 工作 表现 . 
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由 数据 分 析 到 推断 的 转变 也 沿 着 数学 抽象 的 道路 平行 发 
展 .样本 的 平均 值 * 不 再 只 是 一 个 单个 的 数 , 而 是 这 些 数 据 的 
位 置 的 一 个 度量 .zx 被 认为 是 在 随机 变量 分 布 的 背景 之 下 一 个 
随机 变量 的 实现 , 它 必须 在 这 样 背景 下 来 看 :假如 我 们 多 次 重复 
这 个 数据 生成 过 程 会 出 现 什么 情况 ,这样 就 不 能 掩盖 这 些 新 思 
想 的 困难 . 

幸运 的 是 ,设计 的 数据 产生 过 程 的 概率 的 观念 以 及 推断 的 
还 辑 之 间 的 紧密 联系 不 一 定 马 上 显现 出 来 .我 们 首先 可 以 得 到 
对 于 数据 的 一 些 很 有 价值 的 看 法 . 例如 ,非常 重要 的 是 认 出 不 具 
代表 性 的 数据 .我 们 知道 的 一 些 基于 少数 人 的 传说 的 证 据 , 以 一 
种 不 能 经 受过 检验 的 方式 影响 我 们 的 思考 .因此 ,它们 必须 受到 
检验 .个 别 的 情形 总 是 引起 我 们 的 注意 ,因为 它们 在 某 些 方面 是 
不 同 寻常 的 或 者 它们 出 现在 我 们 身边 的 环境 之 中 , 例子 和 讨论 
将 表明 没有 理由 认为 ,这 些 案例 在 任何 情形 下 具有 上 典型 意义 . 

不 适当 的 抽样 方法 ,特别 是 自愿 回答 的 样本 ( 即 回答 者 选择 
他 们 自己 ?也 是 应 该 批判 的 对 象 . 下 面 是 一 个 例子 : 


咨询 专栏 作家 安 九 ' 兰 德 斯 (Anmnm Landers) 每 隔 两 三 年 
就 要 进行 一 次 自愿 回答 的 调查 ,让 她 的 读者 回答 一 个 引起 
争论 的 问题 ,其 结 累 总 是 对 宣传 她 的 专栏 的 报纸 文章 和 广 
播 杂 访 有 利 . 她 第 一 次 调查 最 说 明 问 题 ,因为 存在 一 项 出 
较 .1975 年 安妮 . 兰 德 斯 问 :“ 假 如 你 能 重新 选择 的 话 ,你 是 
否 还 会 要 苇子 ?" 在 接近 10 000 个 回答 者 中 ,大 约 70% 回答 
ER" ASAE AR PH tA MAE RET RK 
子 对 他 们 实施 的 种 种 暴虐 行为 , 自愿 回答 的 本 性 就 是 吸引 
那些 对 问题 的 争论 具有 强烈 感情 ,特别 是 人 负面 感情 的 人 ,为 
了 对 安妮 * 兰 德 斯 的 结果 所 引起 的 注意 做 出 反应 ,进行 一 次 
全 国 范围 内 的 随机 抽样 ,结果 发 现 91D HRERSRER 
+. 
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自 感 回答 很 容易 产生 70% 的 “不 ” ,而 真正 情况 是 90% 的 
“是 ", 这 种 数据 是 对 任何 人 都 没有 用 的 信息 ,除了 那 位 提出 它 的 
人 -然而 ,新 闻 媒 体 不 仅 报导 自愿 回答 的 数据 ,好像 它们 描述 一 
般 的 群体 ,而 且 还 组 织 读者 打 电 话 和 写 信 的 民意 测验 产生 更 多 
这 种 数据 . 对 传说 的 证 据 和 自愿 的 回答 说 明 我 们 需要 系统 的 方 
法 来 选择 样本 . 

统计 学 家 所 推荐 的 方法 是 让 没有 个 人 四 素 的 客观 的 机 遇 来 
选择 样本 ,随机 抽样 消除 个 人 选择 的 偏差 ,这 种 偏差 不 管 是 来 自 
抽样 者 还 是 来 自 回答 者 .深思 熟 患 地 使 用 机 遇 是 产生 数据 的 最 
BS AST RM. 乍 一 看 来 ,放弃 个 人 判断 伺 乎 是 不 自然 的 ,但 
是 宙 遇 如果 同 传说 的 证 据 和 自愿 的 回答 进行 对 比 , 就 显得 不 那 
么 骇人听闻 了 .我 们 可 用 简单 的 随机 样本 来 解释 运用 机 遇 的 方 
法 ,也 就 是 规定 大 小 的 所 有 可 能 的 样本 都 有 同样 的 机 会 被 真正 
选 成 样本 ， 

不 难 在 教室 中 进行 简单 的 随机 抽样 ,最 开始 可 以 从 帐 子 中 
抽取 名 字 小 条 或 者 从 抽样 四 中 抽取 各 种 颜色 的 小 球 .然后 可 以 
使 用 随机 数 的 表 , 最 后 用 计算 机 模拟 ,我 们 不 要 忘 了 这 样 的 警 
告 : 太 快 地 引进 计算 机 会 使 随机 选取 的 本 性 模糊 不 清 . HES h 
样 调查 中 所 用 的 更 为 精致 的 随机 抽样 设计 在 教学 的 开始 不 一 定 
wR. 

最 简单 的 随机 化 的 比较 实验 与 简单 的 随机 样本 密切 相关 . 
通过 讨论 某 种 不 加 控制 的 或 者 非 随机 化 的 实验 ,我 们 能 再 一 次 
明显 看 出 需要 好 的 设计 ,下 面 是 一 个 例子 ; 


一 位 政治 科学 家 对 于 宣传 在 改变 群众 意见 的 有 效 性 问 
题 感 兴趣 ,他 进行 一 个 以 学生 为 对 意 的 实验 .学 生 们 先 参 加 
一 项 邓 德 国 态度 的 测试 ,其 后 几 个 月 经 常 阅 读 德国 的 宣传 
蝇 , 然 后 再 对 他 们 的 态度 再 一 次 测试 .这 一 年 是 1940 年 ,在 
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初期 铀 试 后 再 次 测试 之 间 ,德国 入 侵 并 占领 荷兰 和 法 国 ,学 
生 们 对 夭 国 的 态度 发 生 了 巨大 的 变化 ,但 是 我 们 永远 也 不 
会 知道 ,多少 变化 是 由 于 阅读 德国 宣传 品 所 长 


这 个 实验 设计 的 形式 在 自然 科学 的 实验 室 实验 中 是 常见 


观察 一 处 理 一 观察 

在 实验 室 的 被 控制 的 环境 之 外 ,这 种 简单 设计 和 实验 常常 
不 能 产生 有 用 的 数据 .处 理 的 效应 不 能 同 外 在 变量 的 效应 区 别 
开 来 ,虽然 不 是 所 有 这 种 干扰 都 像 法 国 失 陷 那 么 具有 戏剧 人 性， 

统计 设计 的 实验 包括 两 个 基本 原则 :比较 {或 控制 ) 和 随机 
化 .最 简单 的 随机 化 的 比较 设计 对 两 种 处 理 进 行 比较 :其 中 之 一 
可 能 只 是 一 种 控制 的 处 理 ,例如 不 准 阅读 宜 传 品 . 下面 是 设计 的 
略图 : 


7 第 一 组 一 第 一 种 处 理 一 观察 
随机 分 配 
入 第 二 组 一 第 二 种 处 理 一 观察 


随机 分 配 是 把 对 象 的 一 组 简单 的 随机 样本 指定 进行 第 一 种 
处 理 , 而 其 余 的 对 象 则 进行 第 二 种 处 理 , 随机 化 则 保证 在 指定 对 
象 进行 处 理 时 没有 偏差 . 因此 在 施加 处 理 之 前 ,两 组 是 (平均 上 ) 
相同 的 , 比较 则 保证 外 界 的 力 同 等 地 作用 在 两 组 之 上 .如 果 除 了 
实验 处 理 之 外 ,我 们 小 心地 同样 处 理 所 有 对 象 ,任何 反应 结果 的 
系统 差别 必定 上 反映 出 处 理 的 效应 . 比较 随机 化 的 实验 容许 我 们 
得 出 因果 性 的 结论 一 一 反应 结果 不 只 是 与 处 理 有 关 , 而 且 实 际 
上 就 是 由 处 理 造 成 的 ， 

正如 在 抽象 的 情形 一 样 ,更 精细 的 设计 在 实践 中 相当 常见 ， 
但 是 不 一 定 在 教学 开始 时 讲授 . 具有 随机 化 的 课堂 实验 容易 做 
而 且 很 有 价值 .例如 ,考虑 像 橡皮 糖 图 象 之 类 的 标志 ,它们 代表 
对 象 ,这 些 对 象 被 指定 进行 对 严重 头痛 进行 两 种 互相 竞争 的 实 
验 .学 生 们 进行 随机 指定 ,随机 化 完成 之 后 ,有 些 标志 的 底部 有 
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一 个 看 不 见 的 记号 . 这 些 对 象 实验 者 是 不 知道 的 ,他 们 患 有 脑 
fal ,任何 治疗 办 法 都 是 无 将 的 .通过 随机 化 把 这 些 对 象 分 到 两 个 
组 中 有 和 多少 公平 可 言 ? 反复 进行 随机 化 并 显示 点 的 分 布 .重复 
进行 随机 化 提供 了 随机 变 差 的 经 验 , 它 引导 到 概率 和 推断 . 


一 些 注意 事项 


掌握 了 数据 分 析 和 数据 产生 的 基础 之 后 ,年 长 的 学 生 可 以 
考虑 进行 认真 的 统计 学 学 习 . 最 近 课 程 计 划 的 实例 中 包括 一 些 
样本 ,一 个 是 学 生 对 党 校 咖啡 屋 中 提供 服务 的 选择 的 意见 ,一 个 
是 当地 十 字 路 口 各 种 车 辆 的 样本 . 它们 按照 车 型 和 从 车 牌 上 显 
示 出 的 共 区 来 分 类 ,以 及 一 篮球 投篮 板 球 实验 中 距离 和 角度 对 
成 功率 的 影响 .这 些 研究 的 设计 提供 了 有 价值 的 经 验 去 应 用 统 
计 思 想 .分 析 真 实数 据 得 出 可 靠 结论 是 令 人 满意 的 ,但 是 必须 预 
见 到 产生 数据 的 实际 问题 ,并 把 它 保 持 在 可 接受 的 范围 之 内 . 

下 面 摘自 一 个 为 中 学 提供 的 新 统计 材料 细致 研究 的 报告 ， 
其 中 数据 产生 的 活动 是 精心 安排 的 ,包括 道路 交通 调查 和 投篮 
实验 ,他们 的 经 验 值得 注意 .我 们 的 室外 试验 经 验 使 我 们 相信 收 
集 数据 是 统计 学 教育 的 一 个 重要 组 成 部 分 ,这 至 少 有 两 个 理由 . 
第 一 ,学 习 如 何 设计 并 进行 数据 收集 活动 (决定 独立 和 相依 变量 
以 及 样本 大 小 ) 对 于 经 济 学 是 基本 的 .第 二 ,收集 数据 是 一 种 动 
员 经 验 , 它 使 统计 分 析 对 学 生 更 有 意义 ,更 产生 兴趣 . 

但 是 ,我 们 的 经 验 也 使 我 们 相信 ,收集 数据 也 能 给 教室 带 来 
巨大 的 挑战 .例如 我 们 的 室外 试验 教师 报告 ,他 们 花 了 大 量 的 授 
课时 间 来 收集 数据 ,而 不 是 开发 和 分 析 数 据 , 只 是 发 现 学 生 们 的 
数据 不 完全 也 不 准确 . 这 些 挑战 证 明 对 学 术 进 步 具 有 如 此 礁 坏 
性 以 及 教师 越 来 越 不 愿意 进行 依赖 于 数据 收集 的 统计 和 研究 ， 


概 率 
机 遇 变 化 可 以 经 验 地 进行 研究 ,应 用 数据 分 析 工 具 来 显示 
— J35 一 
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随机 结果 中 的 规律 性 .概率 引出 一 大 套数 学 , 它 能 描述 的 机 过 要 
比 观察 所 希望 发 现 的 远 为 详尽 ,概率 论 显示 出 数学 的 威力 , 它 
能 从 简单 的 假定 推出 广泛 的 、 意 想不到 的 结果 ,这 给 人 留 下 深刻 
印象 ， 

例如 , 投 摔 硬 币 可 简单 地 描述 一 串 独 立 试验 ,每 次 试验 产生 


正面 向 上 的 概率 为 二 ,出 这 个 不 加 假定 的 基础 得 出 像 迁 代 对 数 


律 这 种 漂亮 的 结果 . 选 代 对 数 律 给 出 当 投掷 硬币 继续 进行 时 , 正 
[128] 面 朝 上 的 次 数 的 涨 落 的 精确 边界 . 对 于 均匀 的 硬币 ,nm 次 投掷 之 


EHAA 


0 10 20 


30 40 50 
MR 


We ARA E BERET m OO RR I EC A PORE FR-S, 
MRE Hh RR ANTE RSS V7 Tog logn. 


一 136 一 


后 .正面 朝 上 的 次 数 分 布 的 平均 值 为 弛 ,如 果 把 它 对 n 作 图 ,得 
出 … 条 直线 ( 见 图 6). n 次 投掷 ,正面 朝 上 ,次 数 的 标准 偏差 是 
0.5 Yn. 和 迹 代 对 数 律 是 讲 , 正 面 朝 上 的 涨 落 的 范围 是 在 平均 线 
的 两 端 各 伸展 v2 log logn 们 标准 离 差 .把 正面 朝 上 的 次 数 对 nm 
作 图 , 当 投 斤 继 续 下 去 时 ,正面 朝 上 的 次 数 将 无 穷 多 次 区 近 距 两 
条 边界 内 任何 给 定 虐 离 ,而 只 有 有 限 多 次 跨越 这 两 条 边界 ,数据 
分 析 ,甚至 于 在 计算 机 模拟 的 帮助 下 ,也 不 会 发 现 这 个 迭代 对 数 
定律 . 

概率 正如 数学 中 其 他 漂亮 而 有 用 的 领域 一 样 ,实际 上 甚至 
在 中 学 教学 中 的 地 位 也 很 有 限 .因为 概率 的 基础 在 数学 上 颇 为 
简单 ,很 容易 忽视 概率 概念 与 直观 的 想法 的 冲突 的 范围 ,而 直观 
的 想法 稳固 地 建立 起 来 后 ,在 学 生 上 中 学 时 很 难 去 掉 . 其 至 当 学 
生 能 够 正确 回答 典型 的 测验 问题 时 ,仍然 还 会 保留 对 概念 的 误 
解 . 从 教师 的 经 验 和 研究 工作 都 肯定 概率 思想 的 概念 上 的 难 
HR 9.21 

早年 被 引导 的 关于 随机 性 的 经 验 是 成 功 地 教 形式 概率 的 重 
BOER RSS TORUS , 博 旗 绝 非 偶然 ,因为 它们 提 
供 少 有 的 背景 ,其 中 简单 的 随机 现象 被 观察 到 足够 饮 次 足以 显 
示 出 明显 的 长 期 模式 来 .教学 可 以 沿 着 历史 的 发 展 道路 重新 来 
一 考 , 先 记录 由 机 遇 工 具 得 出 的 数据 ,然后 记录 由 随机 抽样 的 计 
算 机 模拟 的 数据 .但 是 ,不管 这 种 经 验 在 学 生 的 成 长 过 程 中 出 现 
早 或 晚 , 它 需 要 相当 多 的 时 间 才 能 获得 对 随机 事件 行为 的 道 当 
洞察 力 . 


= m 


理解 数学 概率 的 第 一 步 出 现在 初级 班 里 由 机 遇 设 备 所 得 到 
的 数据 当中 .学 会 观察 整体 模式 而 不 对 每 一 结果 试图 进行 轩辕 
性 解释 (“她 没有 猛 推 轮 盘 ”), 这 种 抽象 可 以 弄 得 比较 容易 ,因为 
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寻找 数据 的 整体 模式 是 数据 分 析 的 核心 战略 之 一 . 

其 次 要 认识 到 ,虽然 结果 数目 随 着 试验 的 增加 而 增加 ,试验 
中 每 个 结果 出 现 的 比例 (相对 频率 ) 只 有 在 长 期 试验 中 才 稳定 下 
来 ,概率 就 是 这 种 稳定 的 长 期 相对 频率 的 数学 理想 化 .学 生 学 会 
比例 的 数学 时 ,就 可 以 开始 学 习 概 率 , 这 可 以 通过 对 有 限 结果 的 
集合 指定 概率 ,然后 把 观察 到 的 比例 同 这 些 概率 加 以 比较 . 

如 果 不 加 以 周密 计划 ,把 结果 同 概率 进行 比较 ,可 能 令 人 人 泪 
丧 . 如 果 观 察 到 和 的 相对 频率 非常 可 靠 地 接近 概率 ,计算 机 模拟 有 
助 于 提供 所 需 的 大 量 试验 .在 较 短 的 试验 序列 中 ,观察 到 的 结果 
与 概率 的 偏差 对 学 生来 讲 似乎 非常 之 大 ,心理 学 家 ”已 经 注意 到 ， 
我 们 倾向 于 相信 , 直 概 率 描述 的 规律 性 甚至 对 随机 结果 的 短期 序 
列 也 适用 .这 种 对 不 正确 的 “小 数 定律 "的 相信 可 以 解释 赔 徒 的 行 
为 ,他 们 把 掷 出 一 串 仙 子 都 赢 作为 赌 者 “好 运 "的 证 据 . 提 出 这 样 
的 因果 性 解释 是 因为 我 们 大 大 低估 了 在 随机 序列 中 连 串 的 概率 . 


让 几 个 人 模拟 投 挤 一 个 均匀 的 硬币 10 次 , 写 下 一 个 正 
BALK RRL RMR RELA 
长 连 串 有 多 长 ? 大 多 数 人 会 写 下 一 个 序列 ,其 中 没有 超过 
两 个 正面 朝 上 或 背面 朝 上 的 连 串 .但 率 实 上 在 10 RH 
匀 的 硬币 中 ,连续 投掷 出 3 次 或 3 次 以 上 正面 朝 上 的 概 素 
为 0.508, 而 连续 投 挤 出 至 少 3 次 正面 朝 上 或 3 次 背面 朝 
上 的 概率 则 大 于 0.8. 


涉及 连 串 的 概率 演算 十 分 困难 -~ 这 是 适用 计算 机 模拟 的 
极 好 领域 .在 实际 进行 硬币 投掷 (并 由 往 率 论 所 预见 的 ) 中 连续 
册 现 正面 朝 上 或 背面 朝 上 的 连 串 似乎 使 我 们 很 惊奇 .因为 我 们 
没有 料 到 会 出 现 长 连 捉 ,由 此 我 们 推断 硬币 投掷 可 能 不 是 独立 
的 ,或 者 茶 些 影 响 干 扰 了 投 挪 硬币 的 行为 . 

在 篮球 场 上 也 出 现 同样 的 误解 .如 果 一 个 队员 连续 几 次 投 
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中 ,不论 球迷 还 是 队友 都 相信 他 或 她 "顺手 ”, 似 乎 下 一 次 更 有 可 


能 投 中 .然而 检查 一 下 投球 数据 ,二 连续 投 中 或 连续 朱 误 的 次 数 
并 不 比 一 系列 独立 随机 试验 所 预料 的 出 现 次 数 更 多 .投篮 球 也 
间 措 山子 一 样 ,虽然 投 中 的 概率 因 人 而 异 .正如 这 些 鼠 子 所 表明 
的 ,甚至 作为 长 期 相对 频率 的 概率 思想 十 分 复杂 ,需要 周密 的 经 
验 支 持 . 

稍 后 ,完全 理解 比例 之 后 ,就 可 以 促使 我 们 提出 概率 的 数学 
模型 ;样本 空间 (所 有 可 能 结果 的 集合 ) 以 及 在 其 上 指定 概率 , 它 
满足 若干 基本 规律 或 公理 ,其 中 包括 加 法 规则 : 即 对 于 不 相交 事 
{FPCA 或 B)= PCA) + PCB) .对 于 事件 的 简单 组 全 的 其 他 加 
法 规律 可 由 这 些 规 律 或 者 更 简单 由 比例 的 性 质 推 导出 来 ,这 些 
加 法 规律 是 初等 概率 的 数学 内 容 . 

数学 概率 发 展 到 这 点 ,让 我 们 停 下 来 进行 一 些 非 数学 练习 ， 
把 概率 规律 应 用 到 数学 思维 的 另外 一 方面 , 它 对 于 学 生 不 太 自 
然 , 这 就 是 对 逻辑 命题 细心 和 逐 字 地 阅读 .心理 学 家 研究 慨 率 概 
念 时 ,提供 了 许多 练习 , 它 揭示 出 许多 概念 误解 并 帮助 纠正 它 . 
例如 , 特 维尔 斯 基 和 卡 内 曼 (Tversky and Kahneman20) 给 学 院 学 
EE- FREE PERE ,然后 问 它 们 下 面 的 命题 中 哪 一 
个 更 有 可 能 成 立 : 

外 林 达 是 银行 出 纳 员 , 

重 林 达 是 银行 出 纳 员 而 且 积 极 参 加 女权 运动 . 

HA 85 吕 的 学 生 选 择 第 二 个 命 古 ,虽然 这 个 事件 是 第 一 个 
事件 的 于 集 . 尽 管 我 们 通过 各 种 办 法 改变 我 们 的 陈述 ,使 得 我 们 
的 论点 更 透明 ,但 是 他 们 仍然 犯错 误 ,他 们 没有 学 过 概率 .社会 
科学 毕业 生 中 学 过 一 些 统计 课程 (有 学 分 ) 的 在 这 同样 测试 “只 
有 "36 免 管 锻 了 .因此 我 们 希望 这 项 研究 有 助 于 使 我 们 认识 到 关 
于 概率 的 数学 事实 与 日 常生 活 中 的 思维 有 关 . 尼 斯 比特 等 人 
(Nisbett et al ) 关 于 学 习 前 后 的 比较 的 报告 提出 更 强 有 力 的 证 
据 ,表明 正式 学 习 的 效果 .在 学 习 概 率 的 数学 之 前 或 当中 ,最 倡 
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得 强调 概率 思想 的 概念 和 定性 的 方面 . 
进一步 研究 


与 掌握 概率 的 基本 概念 相反 , 变 发 展 重要 的 ,可 应 用 的 技能 
涡 要 更 细致 地 学 习 . 这 时 ,我们 要 离开 应 该 提供 给 所 有 学 生 的 数 
学 概念 的 核心 领域 .有 几 条 逻辑 途径 通 往 中 级 概率 论 . 例 如 , 选 
择 的 材料 依赖 于 :是 否 把 概率 论 作 为 外 身 很 重要 的 课题 来 教学 , 
述 是 把 它 主 要 为 了 进一步 引 疝 统计 推断 来 教学 . 

首先 ,一 个 反面 的 建议 ;不 要 停留 在 计算 有 限 样 本 空间 中 的 
概率 的 组 合 方法 上 .组 合 学 是 和 概率 论 不 同 的 主题 而 且 更 难 , 各 
种 水 平 的 学 生 会 发 现 组 合 问题 很 难 , 令 人 困惑 .学 习 组 台 学 并 不 
使 我 们 增进 对 机 遇 的 概念 的 理解 ,也 不 比 其 他 学 科 更 能 发 展 使 
用 概率 建 模 的 能 方 .在 大 多 数 情形 下 ,应 该 避免 组 合 问题 ,除非 
是 最 简单 的 计数 问题 . 

从 概率 基础 向 前 近 出 更 定 有 成 果 的 一 步 是 考虑 条 件 概率 、 
独立 性 和 乘法 规则 .对 于 事件 4 发 生 的 知识 常常 改变 指定 给 另 
一 事件 8 的 和 概率. 例如 ,知道 一 位 随机 选择 的 大 学 教授 是 女性 
就 使 教授 的 专业 是 数学 的 概率 威 少 .在 给 定 4 的 条 件 下 ,8 的 
条 件 概 率 记 作 Pt 614). 不 一 定 等 于 P(B); 如 果 这 两 个 概率 相 
等 , 则 事件 4 和 事件 号 是 独立 的 . 这些 概 念 涉 及 许多 新 思想 和 
基本 技术 ,它们 在 建立 自然 科学 和 社会 科学 中 的 数学 模型 时 是 
RAMEK. 

十 分 可 能 ,提出 独立 性 的 思想 以 及 独立 事件 的 乘法 规则 
P(A ALB) = PtA)P(B), 而 不 去 注意 一 般 的 条 件 概率 .如 果 我 
们 的 目标 是 更 有 效 地 达到 统计 推断 ,这 条 道路 是 有 吸引 力 的 .这 
条 道路 还 避免 了 与 条 件 概率 有 关 的 相当 大 的 概念 困难 .我 们 很 


[122] 快 就 能 掌握 在 固定 次 数 的 独立 试验 中 的 成 功 次 数 的 二 项 分 布 以 


及 其 他 有 趣 的 应 用 ,例如 复杂 系统 的 可 靠 性 . 
如 果 避 开 条 件 福 率 ,就 要 强调 独立 性 的 定性 意义 以 及 随意 
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假设 独立 性 成 立 的 危险 . 克 鲁 斯 卡尔 的 论文 (Kmskal”) 包 含 许多 
贿 意 假设 独立 性 的 例子 和 反思 ,其 中 特别 强调 对 靠不住 的 奇迹 
的 “独立 "验证 .关于 独立 性 .二 项 分 布 以 及 独立 事件 的 乘法 规则 
的 主题 ,应 该 是 中 学 高 年 级 数学 的 主要 内 容 . 

如 果 目 标 是 使 学 生 在 比较 高 级 的 水 平 上 能 够 建立 和 使 用 对 
过 程 的 数学 描述 ,细致 学 刁 条 件 概率 还 是 有 吸引 力 的 .对 非 决 定 
性 的 多 阶段 过 程 的 建 模 需 要 条 件 概率 .我 们 给 出 单一 的 例子 , 检 
验 在 罕见 的 条 件 下 出现 的 假 阳 性 就 是 应 用 条 件 概率 于 一 些 当 前 
问题 , 像 药物 检 验 ,使 用 调 谎 器 .爱滋病 抗体 的 甄别 等 .下 面 是 引 
自 最 近 报 告 ? 的 一 个 例子 ,其 中 进行 详尽 的 统计 分 析 : 


80 年 代 中 期 所 引进 的 ELISA REA PE E 
有 爱滋病 芒 体 .如 果 血 中 出 现 抗体 , 则 ELISA 试验 具有 
0.98 的 概率 阳性 ,如 果 被 检验 的 血液 被 抗体 沾染 ,这 个 试 
验 有 0.07 PRR MH ASR RARE wR 
ELISA WE AMPS 1000 Hi FE- SO RL 
体 , 则 所 有 阳性 结果 的 98.6% EMBUH. 


对 ELISA 血 中 爱滋病 抗体 甄别 试验 中 假 阳 性 的 优势 的 计 
算 可 用 图 7 展示 的 简单 树 形 图 进行 .理解 条 件 概率 和 树 形 图 的 
学 生 不 难 设计 一 个 计算 机 程序 来 模拟 十 分 复杂 以 致 难 用 解析 方 
法 研究 的 过 程 . 


0 001 .r+ 有 爱滋病 D.9 ELBA TH 0.00098 


a 抗体 ELISA 0. 

单位 血样 0.02 Ht 00002 
~ 0. ELISA 阳 性 0.06993 
0.999 无 抗体 


0 区 ELSAM 0.92907 
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Pt 无 抗体 |ELISA 阳 性 ) = PAB Ee Ssh NE 


图 7 HELSA 检验 法 检验 爱 激 病 抗体 的 假 阳性 的 计算 可 用 树 形 图 进行 ， 
其 中 沿 若 每 一 支 滋 以 适当 的 条 件 概 率 . 


就 像 旱 期 的 概率 学 习 中 一 样 ,条 件 概率 带 来 一 组 新 的 概念 
困难 ,如 果 教 育 完全 指向 于 去 教 定义 和 规则 的 话 , 这 些 困 难 往往 
RE Shh .很 不 明智 地 被 忽 略 过 去 .学 生 们 感到 PCA|B), PCB 
lA), PCA 和 上 8B) 之 间 的 区 别 很 难 掌握 ,我们 可 以 展示 一 张 穿 着 
时 生 的 美丽 动人 的 女性 照片 ,问好 是 一 位 时 装 模 特 的 概率 ,答案 
表明 这 个 问题 可 以 解释 为 问 :已 知 基 一 位 时 装 模 特 的 去 性 ,她 穿 
着 时 右 , 美 丽 动人 的 条 性 概率 ,也 就 是 回答 者 混淆 POIDA 
P(B |#), 鉴 别 已 知 的 信息 4 和 其 概率 是 要 求 的 事件 如 这 类 定 
性 练习 是 在 正式 学 习 PB |4) 前 必需 要 做 的 准备 ， 


转向 推 新 


随机 抽样 和 实验 随机 化 给 我 们 提供 随机 性 的 经 验 , 它 不 仅 
推动 我 们 学 习 概 率 ,而 且 促 使 我 们 学 习 基 于 概率 推断 的 推理 方 
式 .重复 的 抽样 以 及 重复 的 实验 随机 化 显然 产生 变化 的 结果 .这 
种 变化 在 专门 的 意义 下 是 随机 的 而 不 是 偶然 的 ,因为 设计 要 用 
到 明显 的 机 遇 机 制 .因此 ,一 种 民意 测验 的 结论 (如 全 美 成 年 人 
的 61 允 需要 全 国 的 健康 保险 系统 ) ,还 需要 有 误差 的 上 下 限 , 它 
友爱 在 同样 的 样本 调查 中 可 能 出 现 的 随机 变化 的 程度 .同样 , 像 
一 个 新 的 医疗 方法 使 标准 的 方法 过 时 而 废弃 不 用 的 结论 ,只 有 
当 其 优越 性 的 上 界 超出 同样 实验 可 能 发 生 的 随机 变 差 时 才能 得 
到 支持 ， 

由 数据 产生 所 观察 到 的 随机 结果 ,像样 本 比例 和 样本 平均 
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值 一 样 是 统计 值 . 样 本 统计 值 是 随机 变量 (具有 数值 的 随机 现 
象 ). 这 种 统计 值 在 重复 抽象 或 重复 实验 随机 化 的 正规 的 长 期 行 
为 可 用 抽象 分 布 来 描述 .通常 都 把 抽样 分 布 看 成 随 扫 变量 的 概 
率 分 布 .随机 变量 .随机 变量 的 分 布 以 及 它们 的 矩 量 形成 中 等 概 
率 论 的 另 一 类 基本 材料 . 

比例 涉及 计数 的 分 布 ,在 稍 加 理想 化 的 假设 之 下 , 它 是 一 种 
二 项 分 布 .如 果 总 体 分 布 是 正 态 分 布 ,样本 平均 值 也 具有 正 态 分 
布 .处 理 随机 变量 平均 值 和 方差 的 一 般 规 则 也 适用 于 样本 比例 
和 平均 值 ,特别 是 样本 比例 和 平均 值 的 标准 离 差 ,都 随 着 样本 大 
小 的 增加 ,以 1 za 的 比率 减少 .这 个 事实 使 我 们 理解 较 大 样 
本 的 好 处 . 

当 观 察 次 数 ”无 限制 增加 时 ,会 出 现 什么 情形 ” 概率 论 中 
的 主要 极限 定理 就 是 讨论 这 个 问题 的 .大 数 定律 指出 ,样本 比例 
和 平均 值 (在 各 种 意义 下 ) 逼 近 于 其 总 体 的 相应 比例 和 平均 值 . 
中 心 极 限定 理 断 言 , 随 着 样本 大 小 增加 ,不 论 是 比例 还 是 平均 
值 ,都 变 得 趋 近 于 正 态 分 布 . 


ù 1 


8 动态 的 中 心 极 有 眼 定理 :样本 平均 值 的 分 布 从 偏 妖 分 布 {a) 当 样本 大 
ANF abm 10te) ,显示 逐步 趋向 于 正 态 分 布 . 
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图 8 用 图 象 的 形式 来 表示 中 心 极限 定理 . 它 从 一 个 观察 的 分 布 
开始 ,表现 成 向 右 偏 斜 ,和 远 非 正 态 分 布 . 这 种 形态 的 分 布 常用 来 描述 
没有 用 坏 的 零件 的 使 用 寿命 ,这 种 特殊 的 分 布 的 平均 值 为 1, 图 中 
另外 的 曲线 表明 从 原来 分 布 得 出 的 样本 大 小 为 2 和 为 10 的 样本 平 
均值 的 分 布 . 当 只 有 10 个 观测 量 进 行 平均 , 正 态 曲线 形状 的 特征 
已 经 开始 显现 .用 计算 机 模拟 将 更 戏剧 性 地 显示 出 这 种 效果 ， 

这 和 包括 大 量 的 材料 ,如 果 正 式 表 出 是 十 分 令 人 厌烦 的 .传统 
的 学 院 统计 学 教育 中 坚持 在 学 习 推 断 之 前 , 先 讲 大 量 的 概率 论 
《至 少 像 独 立 性 和 随机 变量 之 类 的 主题 ) ,肯定 需要 对 独立 性 和 
分 布 连同 其 平均 值 与 标准 偏差 的 某 种 理解 ,但 是 这 些 题材 的 传 
统 教学 中 的 数学 形式 主义 的 程度 在 学 院 水 平一 般 是 不 需要 的 ， 
在 中 学 更 不 用 谈 .经 由 形式 的 概率 论 到 统计 学 的 道路 漫长 而 艰 
难 , 证 明 这 种 传统 的 方法 很 差 .正如 加 菲尔德 和 阿尔 格林 
(Garfield and Ahjgren) 得 出 结论 :5…… 教 导 学 生 使 他 们 能 从 概 
念 上 掌握 概率 , 仍 显 得 是 一 项 非常 艰巨 的 工作 ,充满 了 意义 不 明 
确 和 错误 的 观念 ,因此 ,我 们 从 实用 角度 推荐 可 以 平行 进行 的 两 
种 研究 方法 :一 种 是 继续 开发 引出 概率 正确 概念 的 方法 , 另 一 种 
是 探讨 可 以 不 用 技术 上 正确 的 概率 论 , 就 能 教 统 计 推断 中 有 用 
观念 的 方法 ， 

幸运 的 是 ,从 低 年 级 开始 的 强调 数据 分 析 经 验 已 经 为 基础 
概率 和 初等 推断 的 教学 提供 背景 材料 .通过 模拟 ,先是 物理 的 模 
拟 ,然后 用 软件 ,能 够 演示 概率 论 的 重要 概念 ,而 且 特 别 适 于 显 
示 抽 样 分 布 . 正 像 以 前 对 正 态 分 布 所 指出 的 ,数据 描述 给 作为 理 
想 化 的 变化 模型 的 分 布 提供 适当 的 背景 . 教 给 所 有 学 生 的 核心 
数学 课程 应 该 包括 数据 分 析 以 及 只 把 基本 的 概率 概念 和 规则 做 
经 验 的 引进 ,它们 大 致 相当 于 “数量 技能 "丛书 中 材料 的 水 平 .8 


E i 


统计 学 关注 于 数据 的 收集 、 整 理 和 分 析 以 及 由 数据 推断 基 


本 的 现实 情况 .“ 从 数据 推 斯 现实 ”的确 是 堤 手 的 难题 .涉及 许多 
具有 哲学 性 质 的 争论 .统计 学 家 对 于 大 和 多数 宣 有 成 果 的 推断 方 
法 都 有 不 同意 见 ,这 不 足 为 奇 . 巴 附 特 (Barnett*) 对 于 各 种 争论 
的 立场 给 出 一 个 比较 的 综述 . 


贝 叶 斯 的 还 是 经 典 的? 


最 重要 的 哲学 分 岐 存在 于 贝 叶 斯 推断 和 经 典 推断 之 间 . 要 
对 课程 做 出 明智 决策 ,对 于 这 种 区 别 有 某 种 程度 的 理解 是 必 不 
可 少 的 . 最 简单 的 推断 问题 就 是 :如 何 根据 由 样本 计算 出 的 统计 
量 得 出 关于 总 体 参 数 的 结论 . 所 谓 参 数 就 是 描述 总 体 的 一 个 数 ， 
例如 所 有 18 岁 到 22 岁 美国 女性 的 平均 高 度 ,在 这 种 情形 下 ,一 
个 有 关 的 统计 量 是 一 组 年 青 妇女 构成 的 随机 样本 的 平均 高 度 
< ,为 了 达到 推断 的 目的 ,我 们 要 设想 从 同一 总 体 中 重复 抽样 x 
如 何 随 样 本 而 变 比 . 这 个 统计 量 的 抽样 分 布 就 描述 这 个 变化 . 抽 
样 分 布 反映 总 体 参 数 ,在 这 种 情况 y Sex 的 分 布 的 平均 值 . 正 
因为 抽样 分 布依 赖 于 未 知 参数 ,从 而 统计 量 带 有 这 参数 的 信 
A. 
经 典 推断 植 根 于 像 长 期 规律 性 这 样 的 机率 的 概念 以 及 相应 
的 思想 之 中 ,这 种 思想 就 是 推断 的 结论 可 以 用 一 些 数 来 表示 , 它 
们 在 重复 的 数据 产生 中 总 会 出 现 .“j 以 95% 置信 度 位 于 64.5 
英寸 和 64.7 英寸 之 章 " 这 种 说 法 是 “我 们 通 寺 一 种 方法 得 到 这 
个 区 间 , 它 对 于 所 有 可 能 样品 的 95% 是 正确 的 "的 简化 说 法 . 古 
典 推断 中 的 概率 命题 是 对 方法 而 言 ,而 不 是 对 所 考虑 的 特 跌 结 
论 而 言 .实际 上 ,对 于 特殊 结论 的 概率 命题 毫 无 意义 ,因为 总 体 
参数 虽然 不 知道 ,但 却 是 固定 的 . 
贝 叶 斯 的 方法 希望 对 于 参数 值 引进 先 验 的 信息 ,这 可 以 通 
过 下 面 的 方法 来 办 到 ,把 参数 w 看 成 随机 量具 有 已 知 的 概率 分 
布 , 这 分 布 表示 我 们 对 这 个 值 的 不 确切 的 信息 .在 传统 意义 上 
讲 ,所 有 美国 年 轻 女性 的 平均 高 度 w 不 是 随机 量 ,但 是 它 是 不 
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确定 的 .我 十 分 肯定 u 在 54 英寸 和 72 英寸 之 间 , 我 想 它 更 可 


能 yx 靠近 这 区 间 的 中 心 .我 对 不 确定 性 的 主观 评价 可 以 用 p 的 
一 个 概率 分 布 来 表示 . 

从 贝 叶 斯 的 观点 看 来 ,概率 的 福 念 可 以 扩展 成 包括 这 种 个 
人 的 或 主观 的 概率 .这 里 的 新 东西 不 是 数学 ,数学 还 是 一 样 的 ， 
不 同 的 是 概率 的 解释 , 它 不 理解 释 成 长 期 的 相对 频率 ,而 是 表示 
对 不 确定 性 的 主观 评价 .统计 其 x 的 抽象 分 布 现在 理解 成 ,在 
给 定 u 值 的 情况 下 ,x 值 的 条 件 概率 .然后 ,通过 计算 把 先 验 的 
信息 和 观测 到 的 数据 结合 起 来 ,得 出 在 给 定数 据 之 下 ,w 的 条 件 


相干 .如 果 目 标 是 十 典 推断 的 话 ,从 数据 分 析 经 产生 数据 的 随机 
化 设计 和 概率 到 推断 这 条 主线 是 更 加 清楚 的 . 

在 经 典 统计 推断 的 导论 教学 中 ,总 出 现 两 类 推断 :置信 区 间 
和 显著 性 检验 .这 两 种 类 型 的 推断 的 推理 方式 ,可 以 在 关于 数据 
的 讨论 中 非 正式 的 引进 来 .在 中 学 的 高 年 级 的 概率 和 统计 的 课 
程 中 应 该 保留 其 严格 的 讨论 和 特殊 的 方法 ,除了 儿 个 特殊 的 程 
序 之 外 ,不 应 该 再 多 讲 什 么 .特别 对 显著 性 检验 情形 ,形式 的 方 
法 常常 使 推理 方式 难于 理解 ,以 致 于 我 们 最 好 完全 不 谈 假 设 和 
试验 统计 . 


置信 区 间 


关于 置信 的 论述 的 推理 比较 简单 易 慌 ,而且 关 于 民意 测验 
以 及 其 误差 边界 的 新 闻 报导 为 我 们 的 讨论 源源 不 断 地 提供 了 大 
量 例 子 .只 有 1500 人 的 样本 如 何 能 够 精确 地 代表 1. 85 亿美 国 
成 人 的 意见 .随机 抽样 提供 了 解释 的 一 部 分 ;抽样 分 布 提供 其 余 
部 分 ,而 置信 区 间 解 释 误差 边界 的 意义 . 

学 生 对 抽样 分 布 的 模拟 有 了 某 些 经 验 之 后 ,就 可 以 引进 置 
信和 度 的 论述 .对 于 推断 最 基本 的 是 ,总 体 和 样本 的 区 别 ,随机 扯 
样 的 思想 以 及 抽样 分 布 的 概念 .模拟 使 我 们 在 探讨 抽样 和 抽样 
分 布 的 过 程 中 逐步 引进 置信 区 间 .置信 区 间 的 思想 可 以 通过 模 
拟 样本 的 图 每 显示 来 讲授 .! 更 正式 的 讲法 要 求学 生 熟 悉 正 态 
分 布 . 

假设 在 一 个 大 县 里 ,高 中 学 生 中 有 30 和 多 开车 上 学 ,对 于 250 
名 学 生 的 简单 的 随机 样本 , 问 他 们 今天 是 否 开车 上 学 ,这 样 就 产 
AE 250 个 独立 的 观测 值 ,每 个 都 有 0. 3 的 概率 说 “是 ”在 样本 中 
说 "是 "的 比例 p 随 样 本 的 不 同 而 变化 . 例如 模拟 1000 个 样本 ， 
然后 显示 5 的 抽样 分 布 .这 个 分 布 近似 是 正 态 分 布 , 其 平均 值 
为 0.3, 标 准 偏差 为 0.029. 从 这 个 整体 中 ,重复 模拟 各 种 大 小 的 
样本 ,就 显示 出 来 抽样 分 布 的 中 心 仍 然 是 0.3, 而 扩展 形态 由 样 
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本 大 小 来 控制 .在 大 的 样本 (大 约 1000 RES) ,样本 统计 值 上 


的 值 紧密 集中 于 总 体 参 数值 p =0.3 附近 ,学 生 们 由 经 验 就 可 以 
看 出 ,这 样 大 小 的 样本 能 和 够 对 整个 总 体 做 出 很 好 的 推测 . 

可 是 ,基于 一 个 样本 的 推测 究竟 有 多 好 ”我们 可 以 通过 撒 
述 统 计量 p 如 人 和 何 随 重 复 抽 样 变化 来 把 答案 定量 化 .关于 正 态 分 
布 的 一 个 基本 事实 是 :所 有 观测 量 的 大 级 95% 姓 于 平均 值 的 两 
边 的 两 个 标准 偏差 之 内 .因此 ,在 重复 抽样 时 ,所 有 由 250 个 学 
生 构 成 的 所 有 样本 的 959% 给 出 一 个 样本 比例 5, 它 处 于 开车 上 
学 学 生 的 真正 比 向 0.3 的 两 边 大 约 0.06 之 内 , 模 所 也 表明 的 确 
如 此 . 

现在 ,假设 在 另 一 个 大 县 有 一 个 250 名 学 生 的 样本 ,其 中 有 
105 名 学 生 开车 上 学 .我 们 就 推测 ,该 县 中 所 有 开车 上 学 的 学 生 


的 真正 比例 p 接近 于 p = = 0. 42. 假如 其 可 变性 与 我 们 模拟 
的 县 大 致 相同 (实际 上 的 确 如 此 ), 对 于 所 有 样本 的 95%p E p 
的 +0.06 范围 之 内 .我 们 就 说 ,我 们 有 95% 是 信 (相信 ), 未 知 的 
总 体 比 例 p 位 于 区 间 0.42+ 0.06 之 中 ,更 一 般 来 讲 , 区 间 pt 
0.06 对 未 知 p 是 一 个 95% LE i. 

图 9 显示 置信 区 间 在 重复 样本 中 的 行为 . 当 画 出 大 小 为 
250 的 重复 样本 后 ,有 一 些 区 间 p 上 0. 06 覆盖 p 的 真正 比例 ,而 
有 些 则 不 覆盖 .但 是 ,从 长 期 来 看 ,所 有 样本 的 95% 产 生出 的 区 
间 都 覆盖 真正 的 p .也 就 是 说 ,随机 区 间 p + 0.06 包含 p 的 概率 
是 0.95. 在 经 典 推断 中 一 般 者 是 这 种 情形 ,这 个 概率 关系 到 这 
个 方法 在 无 限 多 个 重复 样本 中 的 表现 . 

上 面 论证 的 第 一 部 分 属于 抽样 与 模拟 的 学 习 范 围 ,本 质 上 
是 对 于 总 体 大 小 来 讲 似乎 很 小 的 样本 ,经 验 上 显示 出 惊人 的 可 
砍 性 .由 这 种 抽样 显示 所 出 现 的 事实 比 我 们 在 论述 的 第 二 阶段 
给 它们 穿 上 的 形式 外 衣 要 重要 得 多 .第 二 阶段 属于 对 推断 进行 
的 更 深入 学 习 的 阶段 ,大 多 数 样本 结果 接近 真 值 这 个 定性 的 结 
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论 ,通过 给 出 一 个 区 间 和 一 个 置信 水 平 而 变 得 定量 化 .这 个 结论 
的 本 质 肉 及 它 的 局 艰 性 都 应 该 强调 . 


户 的 抽样 分 市 


Bo 从 相同 总 体重 复 抽样 的 置信 区 间 的 行为 , 正 态 曲 线 表示 抽样 比例 户 
DLE Bp 为 中 心 的 抽样 分 布 .其 中 黑 点 表示 从 25 个 样本 中 的 六 
fh. KR ARMOR. AKAR, RHR EA 
gous p. 


我 们 置信 命题 的 根据 是 什么 ”只 有 两 种 可 能 性 : 

1. 区 间 0.42+0.06 包含 真正 的 总 体 比例 p. 

2. 我 们 简单 的 随机 样本 是 5 不 在 真正 值 p 的 0.06 范围 内 
的 点 的 少数 样本 之 一 . 全 部 样本 中 只 有 5% 给 出 这 种 不 
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精确 的 结果 . 
我 们 不 可 能 知道 ,我 们 的 样本 是 95% 当中 的 一 个 ( 即 区 间 要 盖 
了 ) 还 是 倒 司 的 5% 当中 的 一 个 . 讲 “ 我 们 5% 相 信和 未 知 的 p 位 于 
0.42+0.06 当中 "只 不 过 是 “我 们 通过 一 种 在 95% 的 时 间 内 给 
出 正 衫 结果 的 方法 来 得 到 这 些 数 的 "简短 说 法 . 
至 于 这 种 思维 方式 的 局 限 性 ,我 们 不 要 忘记 置信 区 间 的 误 


差 边界 只 包含 随机 抽样 误差 .但 在 实践 中 ,有 许多 其 他 误差 来 源 


并 没有 提 到 .例如 ,全 国民 意 测 验 通过 电话 来 进行 ,使 用 的 是 随 
机 地 按 居民 电话 号 码 的 装置 .电话 调查 显然 忽略 掉 没 有 电话 的 
家 庭 .还 有 ,民意 测验 者 常常 发 现 ,回答 电话 询问 的 多 达 30 名 是 
妇女 .这 样 ,在 样本 中 ,男人 的 代表 率 就 降低 了 ,除非 采取 一 定 步 
又 去 接触 男性 .在 实际 统计 活动 中 ,这 些 事 实 给 民意 测验 以 及 其 
他 的 祥 本 调查 带 来 偏差 . 


显著 性 检定 


置信 区 间 的 目的 是 估计 总 体 参 数 并 伴随 估计 指示 出 由 于 数 
据 中 的 随机 变化 而 产生 的 不 确定 性 -显著 性 检定 并 不 对 未 知 参 
数 提供 一 个 估计 ,而 只 是 评价 在 总 体 中 是 否 出 现 某 种 效应 或 者 
差距 .仅仅 认识 到 需要 这 样 一 种 评价 ,认识 到 不 是 所 有 观测 结果 
都 使 真正 的 根本 原因 显著 地 暴露 出 来 ,就 已 经 表现 出 统计 的 思 
想 , 同 为 科学 节 的 演示 做 准备 的 有 能 力 的 学 生 谈 话 的 评判 发 现 ， 
任何 在 想 要 得 到 的 方向 上 所 得 的 任何 效应 不 管 猴 小 ,都 被 认为 
是 可 信 的 .随机 变化 的 作用 根本 没有 认识 到 

统计 显著 性 是 回答 问题 “是 否 观察 到 的 效果 比 我 们 能 合理 
地 只 归 诸 为 机 会 的 要 大 ?” 的 一 种 方式 .下 面 的 一 个 重要 例子 用 
来 非 正式 说 明显 著 性 检定 的 推理 方式 : 


在 越战 期 间 ,国会 决定 ,年 轻 人 应 该 随机 地 选择 去 服 兵 
役 . 第 一 次 抽签 在 1970 年 举行 ,按照 随机 的 顺序 ,抽取 出 出 
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生日 期 ,按照 他 们 出 生日 期 被 选中 的 顺序 BRAS A. 
抽签 之 后 新 闻 机 构 声 称 , 在 那 年 出 生 较 晚 的 人 被 挑 中 人 数 
较 少 ,因此 被 征 入 伍 的 人 数 也 较 少 .数据 分 析 ( 图 10) 明确 
提示 出 生日 期 和 征兵 数目 的 确 存 在 联系 度量 鲍 选 号 码 (1 
到 366)1 和 出 生 时 期 (1 到 366. 从 1 月 1 日 开始 ). 联 系 的 强 
度 的 统计 量 就 是 相关 系数 .事实 上 ,在 1970 HAY; = 
~-0.226, 这 是 否 是 抽签 不 是 真正 随机 的 一 个 好 的 证 据 ? 


征兵 选择 号 码 


出 生日 期 《由 年 初 算 起 》 


E10 1970 年 的 手 兵 抽签 的 数据 揭示 出 很 小 的 负 相 关 性 .生日 靠近 年 未 
的 大 似乎 有 小 的 选择 号 .通过 画 出 每 月 的 中 位 数 ,这 个 趋势 就 看 得 
更 明显 .用 线段 连接 每 月 的 中 位 数 而 显示 趋势 的 方法 称 为 中 位 拱 
给 法 ,是 常用 工具 来 揭示 效应 变量 对 解释 变量 的 散 点 图 的 模式 . 


显著 性 检定 通过 问 一 个 概率 问题 来 解决 这 个 问题 :假设 为 
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了 论证 抽签 真正 是 随机 的 ,什么 是 随机 抽签 产生 由 r 至 少 远离 
0 到 观察 到 的 r = - 0.226 的 概率 ? 管 案 是 随机 抽签 产生 加 此 
一 个 远离 0 的 r+ 的 概率 小 于 0.001. 结论 :因为 在 1970 年 抽签 中 
观测 到 的 远离 0 的 在 随机 抽签 中 几乎 不 会 发 生 ,我 们 有 强 有 
力 的 证 据说 明 1970 年 的 抽签 不 是 随机 的 . 

图 10 是 示 1970 年 抽签 中 指定 给 每 个 生 电 的 抽签 号 的 艇 点 
图 ,在 散 点 医 中 很 难看 出 生日 和 签 号 之 则 有 什么 系统 的 联系 , 巧 
妙 的 图 形 学 能 强调 这 种 联系 ,就 像 在 图 中 一 样 .但 是 要 知道 是 否 
观察 到 的 联系 比 可 以 合理 地 只 归 诸 于 机 会 的 要 大 ,就 需要 概率 
HRH. 

在 给 生日 随机 指定 抽签 号 时 ,我 们 会 期 待 这 种 相关 接近 于 
0, 而 1970 年 抽签 中 观察 到 的 相关 系数 为 r = - 0.226, 表明 生 
在 年 末 的 人 倾向 于 得 庆 较 小 的 签 号 . 单 用 常识 不 能 断定 是 否 + 
= -0.226 意味 着 抽签 不 是 随机 的 .归根结底 ,在 一 个 随机 抽签 
中 ,相关 性 几乎 从 来 也 不 精确 为 0, 可 能 r= - 0.226 是 在 可 能 
只 由 于 机 会 的 变化 而 产生 的 数值 范围 之 内 . 

为 了 解决 这 种 不 确定 性 ,我 们 把 观测 到 的 - 0. 226 同一 个 
参照 分 布 进行 比 较 , 它 就 是 一 个 真正 随机 的 抽样 分 布 的 .我 们 
发 现 真 正 的 随机 抽签 几乎 从 来 得 不 出 一 个 + 离 0 远 到 1970 年 
所 观测 到 的 r. 概率 计算 能 够 告诉 我 们 常识 不 能 告诉 我 们 的 
r= -00.226 是 一 种 很 大 的 效应 ,在 随机 抽签 中 是 令 人 吃惊 
的 效应 ,这 使 我 们 相信 1970 年 的 抽签 是 有 偏差 的 ,经 过 调查 研 
究 发 现 ,装着 生日 的 小 汽 每 一 次 装 满 一 个 月 的 ,并 没有 适当 的 泥 
合 ,后 面 的 日 期 仍然 留 在 顶部 ,容易 被 先 抽 取 [ 费 思 伯 格 ( Fien- 
berg) 对 1970 年 的 征兵 抽签 进行 了 详细 的 分 析 , 包括 对 结果 进 
行 全 而 的 统计 分 析 ] 

在 分 析 数 据 中 常常 过 到 这 样 的 问题 :“ 这 是 不 是 一 个 重大 的 
结果 ?" 或 者 “这 是 不 是 一 个 惊人 的 结果 ?” 很 自然 的 可 以 通过 把 
个 别 的 结果 和 参照 分 布 进行 比较 来 给 出 一 个 答案 ,就 像 我 们 非 
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正式 地 把 新 生 儿 的 体重 同 所 有 新 生 儿 的 体重 分 布 进 行 比较 一 


样 .我 们 肯定 应 该 鼓励 学 生 认 识 到 机 会 变化 的 作用 ,并 且 通 过 把 
个 别 的 结果 同和 通 当 的 参照 分 布 进行 比较 来 非 正式 地 评估 “显著 
性 ” .如果 学 生 正 学 习 慨 率 和 计算 机 模拟 ,就 可 以 用 概率 和 抽样 
分 布 的 语言 米 进 行 这 种 比较 .但 是 正式 的 “假设 检验 "并 不 一 定 
出 现在 中 学 的 课程 当中 . 

这 有 几 个 理由 ,陈述 假设 .计算 检定 的 统计 量 以 及 同 列表 的 
数值 进行 比较 的 例 行 方 法 ,都 有 效 地 扼 盖 了 显著 性 检定 的 推理 
方式 .这 个 推理 本 身 相当 困难 , 充满 细微 奥妙 之 处 .使 用 显著 性 
检定 的 有 效 实例 比 起 民意 测验 和 类 似 的 置信 和 度 命 题 的 例子 来 ， 
离开 日 常 的 经 验 更 远 .在 学 校 中 通过 概率 .抽样 分 布 .置信 区 间 
以 及 不 断 强调 用 这 些 工具 对 不 确定 数据 进行 推理 来 结束 统计 学 
的 学 习 , 就 会 大 大 有 助 于 对 数据 和 机 遇 的 理解 万 至 发 展 更 一 般 
定量 推理 能 力 ， 


统计 思维 


统计 学 和 概率 论 是 讨论 各 种 自然 和 人 工 过 程 的 不 确定 性 和 
变化 的 科学 .在 这 方面 它们 就 不 单 是 数学 课程 的 一 部 分 ,虽然 它 
们 从 这 个 背景 来 看 是 非常 合适 的 .概率 论 是 数学 内 的 一 个 领域 ， 
而 统计 学 正如 物理 学 或 经 济 学 一 样 ,是 必需 大 量 而 且 不 可 少 地 
应 用 数学 的 一 门 独立 的 学 科 .我 们 必须 断言 ,统计 学 是 一 种 基本 
的 探究 方法 ,是 一 种 一 般 的 思维 方式 , 它 比 建立 这 门 学 科 的 任何 
特殊 的 事实 或 技术 都 更 为 重要 .如 果 说 ,教育 的 目的 是 开发 广泛 
的 智能 技术 ,统计 学 应 该 在 教 和 学 上 占有 不 可 缺少 的 重要 她 位. 
教育 应 该 教导 学 生 读 写 方法 和 历史 方法 ,对 人 类 社会 进行 政治 
分 析 和 社会 分 析 , 通过 实验 科学 对 自然 进行 试验 ,并 获取 数学 的 
抽象 和 演绎 的 威力 ,由 不 确定 的 经 验 数据 进行 推理 也 是 同样 有 
力 而 普通 的 智能 方法 . 

这 并 不 是 说 ,为 统计 学 本 身 而 对 特殊 的 统计 方法 进行 全 面 
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的 训练 应 该 在 学 校 课 程 中 占有 突出 的 地 位 .实际 上 ,不 谏 该 这 样 
做 ,但 是 从 广泛 的 观点 来 理解 的 统计 思想 应 该 是 每 一 位 受过 教 
育 的 人 的 智能 装备 的 一 部 分 .我 们 可 以 把 统计 思想 的 核心 要 素 
总 结 如 下 ; 
1. 变化 在 过 程 中 无 处 不 在 .个 体 是 可 变 的 ,对 同样 个 体 所 
进行 的 重复 测量 也 是 可 变 的 .在 自然 界 和 人 类 事物 中 ， 
严格 确定 论 的 范 图 十 分 有 限 . 
2. 需要 关于 过 程 的 数据 .统计 学 是 不 变 的 经 验 主义 的 而 不 
是 思辨 的 ,头等 优先 的 事 是 察看 数据 . 
3. 在 考虑 变化 的 情况 下 设计 数据 产生 .考虑 到 不 可 控制 变 
化 的 来 源 , 我 们 必须 避免 自我 选取 的 样本 ,坚持 在 实验 
研究 中 进行 比较 .我 们 通过 随机 化 把 有 秩序 的 变化 引进 
数据 产生 之 中 . 
4. 变化 的 定量 化 ,随机 变化 用 概率 进行 数学 描述 . 
5. 解释 变化 ,统计 分 析 设 法 求 得 个 体 和 测量 的 随机 可 变性 
的 背后 的 系统 效果 . 
统计 思想 并 不 深奥 难 懂 , 也 不 背离 日 常生 活 经 验 .但 是 , 孩 
子 们 要 不 上 统计 课程 ,就 不 能 开发 统计 思想 .学 生 们 教育 从 拼写 
和 乘法 开始 总 是 认为 世界 是 决定 论 的 ,他 们 很 快 学 会 设想 一 个 
答案 是 正确 的 而 其 他 的 都 不 对 ,至 少 当 竺 案 用 数字 形式 来 表示 
时 是 如 此 .变化 则 没有 想到 ,也 让 人 不 每 服 . 听 听 阿 琴 . 尼 和 尔 森 
《Nielsen'6) 描 述 他 的 市 场 研究 小 组 与 精明 的 市 场 经 理 们 打交道 
的 经 验 ; 
trees 太 多 的 企业 界 人 士 认 为 ,所 有 印 在 纸 上 的 所 有 数字 都 
同样 正确 .他 们 认为 数 就 表现 真理 ,觉得 很 难 同 概率 的 概念 打 交 
道 .他 们 不 把 数 看 成 我 们 描述 基础 条 件 真正 知识 的 某 个 范围 的 
一 种 缩写 .例如 ,尼尔森 公司 给 制造 商 提供 通过 零售 店 的 销售 佑 
计 .…… 有 一 次 我 决定 我 们 要 画 出 所 有 图 表 ,表明 围绕 所 报告 的 
数字 的 概率 范围 ;例如 销售 或 者 上 升 3 和 % 或 者 下 降 3% ,或 者 在 
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中 间 某 个 范围 ,这 结果 成 为 一 个 傻 主意 .我 们 的 主 顾 于 脆 就 不 能 
司 这 种 类 型 的 不 确定 性 打交道 ,他 们 的 反应 ,就 好 像 报告 的 数字 
是 福音 书 一 样 . 

关于 数据 和 机 遇 的 教育 目标 就 是 培养 能 明智 地 应 付 变 化 和 
不 确定 性 的 能 力 ,有 证 据 表 明 , 这 种 教育 的 确 能 改善 这 种 能 力 . 
尼斯 比特 等 人 (Nisben et al) 描述 对 于 各 种 各 样 推理 的 教学 的 
研究 ,他 们 注意 到 ,对 概率 论 和 统计 学 的 教学 增加 了 学 生 主动 考 
虚 机 过 变化 的 情况 ,其 至 教学 以 一 种 传统 方式 进行 , 即 不 打算 在 
没有 系统 的 背景 下 应 用 概率 推理 .下 面 是 一 个 典型 的 例子 ， 

[让 被 问 及 的 对 象 ] 解 释 为 什么 一 位 女 推 销 员 在 第 一 次 去 一 
个 饭馆 享受 一 顿 真正 美味 佳肴 之 后 ,再 次 去 这 家 餐馆 往往 都 败 
PEMA .没有 受过 统计 学 证 练 的 对 象 几 乎 总 是 用 完全 非 统计 的 、 
偶然 的 观点 来 回答 这 个 问题 ,诸如 “可 能 厨师 模 了 不 少 人 "或 “她 
期 望 太 高 了 ,以 致 食物 达 不 到 这 个 水 平 ”而 学 过 统计 学 课程 的 
对 象 则 给 出 包含 统计 考虑 的 回答 .例如 * 很 少 有 餐馆 只 有 美味 佳 
着 ,她 只 基 幸 运 头 一 次 就 碰 上 这 个 机 会 ”这 机 会 只 不 过 占 去 的 
次 数 的 20% . 

尼斯 比特 和 他 的 同事 们 发 现下 面 的 情况 引 人 注 目 : 荐 使 一 
个 十 分 抽象 的 教育 也 对 日 常 的 事件 的 思维 产生 效果 .如 果 教 育 
指出 统计 思想 可 以 应 用 在 日 常生 活 之 中 (在 学 校 教 育 中 肯定 应 
该 如 此 ), 这 个 效果 就 更 加 强大 .有 证 据 表 明 ,我 们 事实 上 是 在 讨 
论 一 种 基本 前 而 且 普 闹 可 应 用 的 智能 技术 .尼斯 比特 也 报告 , 研 
FEA ,对 于 决定 论 学 科 的 教学 ,甚至 在 研究 生 水 平 ,也 不 能 同 
样 地 改进 日 常 的 统计 推理 思维 .这 就 证 明 , 我 们 正在 讨论 的 是 一 
种 独立 的 智能 方法 . 

为 什么 要 教 数 据 和 机 遇 ? 在 实践 中 统计 和 概率 很 有 用 . 特 
别 是 数据 分 析 帮 助 我 们 学 习 基 础 数学 .但 是 ,更 重要 的 是 因为 统 
计 思 维 是 一 种 独立 的 和 基本 的 智能 方法 , 它 应 该 在 学 校 课 程 中 
受到 注意 . 
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引 言 

我 们 每 天 无 时 不 刻 地 不 磁 到 模式 :在 讲 出 和 写 出 的 字 中 ,在 
各 种 音乐 形式 和 电视 图 象 中 ,在 装饰 设计 和 自然 界 的 几何 中 ,在 
地 面 和 空中 的 交通 图 中 ,在 我 们 建造 的 各 种 对 象 中 .我 们 认 知 、 
解释 和 创造 模式 的 能 力 是 应 付 我 们 周围 的 世界 的 关键 . 

形状 是 模式 . 某 些 形状 是 可 见 的 ,对 每 个 人 都 很 明显 ; 像 房 
F SH GRA RVARR AS Ae Ae Aes mS 
一 些 形状 , 像 8 维 万 花 简 或 者 4 维 流 形 ,是 高 度 抽象 的 ,只 有 极 
少数 人 能 理解 ， 

拖 何 学 家 布 兰 科 .格林 鲍 姆 注意 到 ,现在 基于 形状 和 位 置 
的 相互 作用 的 智力 难 是 和 游戏 越 来 越 普及 ,说 明 几何 形体 以 及 
它们 之 间 的 关系 对 于 许多 人 具有 很 大 的 吸引 力 ”.“ 在 一 个 声音 、 
一 个 运动 或 者 一 个 几何 图 形 的 简单 重复 中 , 正如 由 分 子 复杂 堆 
积 成 为 晶体 ,由 细胞 经 复杂 的 集成 构成 生命 的 较 高 级 形式 或 者 
无 数 的 组 织 层 系 的 例子 一 样 ,都 显示 出 明显 的 模式 .几何 模式 能 
够 成 为 许多 种 现象 的 比较 简单 的 模型 , 对 几何 模式 的 学 习 和 研 
充 可 能 而 且 应 该 在 各 种 水 平 上 进行 ” 

尽管 形状 有 着 基本 的 重要 性 ,学 生 们 在 学 校 中 却 学 得 很 少 ， 
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AMELE ,对 形状 的 学 习 被 妇 人 几何 学 (直译 为 “大 地 测量 ”)， 


长 期 以 来 , 欧 几 里 得 的 公设 .公理 和 定理 在 几何 党 中 占 主导 地 
位， 

正如 莎士比亚 对 文学 是 不 够 的 , 哥 白 尼 对 天 文学 是 不 够 的 
一 样 , 欧 几 里 得 对 玫 何 学 也 是 不 够 的 .正如 所 有 时 代 和 世 有 地 区 
的 学 者 一 样 , 欧 几 里 得 撰写 的 是 他 当时 所 知道 的 概念 ,并 且 用 他 
当时 可 能 得 到 的 方法 加 以 讨论 .因此 ,他 不 写 关于 地 图 、 网 络 或 
者 可 变形 形体 的 几何 学 ,而 所 有 这 些 在 今天 却 有 某 种 中 心 的 重 
要 性 ， 

形状 是 数学 中 生动 的 .不断 增长 的 而 且 迷 大 的 课题 ,与 古典 
儿 何 学 有 着 深刻 的 联系 ,但 是 在 内 容 上 ,意义 上 和 方法 上 远 远 超 
出 古典 几何 学 的 范围 .经 过 适当 的 发 展 ,对 形状 的 学 习 能 够 形成 
数学 教育 的 中 心 部 分 ,这 一 部 分 不 仅 取 自 数学 ,而且 也 取 自 科学 
和 艺术 ,它们 还 对 数学 .科学 和 艺术 也 做 出 贡献 ， 

正如 许多 其 他 重要 的 概念 一 样 形状 "是 不 能 定义 的 名 词 . 
我 们 不 能 精确 讲 出 “形状 "的 意义 ,这 部 分 是 因为 总 是 不 断 发 现 
新 类 型 的 形状 .我 们 假定 我 们 多 少 知道 形状 是 什么 ,也 就 是 说 ， 
只 要 我 们 看 到 形状 ,不 管 是 用 我 们 眼睛 看 到 还 是 在 我 们 的 想象 
中 ,我 们 就 知道 它 是 形状 . 

但 是 我 们 知道 的 远 远 比 这 多 .我 们 知道 形状 在 某 些 方面 相 
RMB Ab EAA. RRA RR, BEE MAE 
闭 球面 :三 角形 不 是 正方 形 ,但 它们 都 是 多 边 形 . 我 们 知道 形状 
可 以 有 不 同 的 性 质 :由 考 秆 做 成 的 三 角形 具有 刚性 ,而 用 志 秆 做 
成 的 正方 形 则 没有 .我 们 知道 形状 可 以 变化 ,但 是 在 某 种 意义 下 
还 是 一 样 :我 们 的 影子 总 是 我 们 的 影子 ,尽管 一 夫 到 晚 它们 的 大 
小 和 外 周 轮廓 不 断 的 变化 . 

在 研究 形状 时 ,我 们 的 目标 与 古 希 腊 的 哲学 家 十 分 不 同 :发 
现 对 象 的 相似 性 和 差异 ,分 析 形 体 的 组 成 部 分 , 认 知 在 不 周 表 示 
中 的 形体 .分 类 ,分 析 和 和 表示 是 我 们 三 个 主要 工具 ,当然 这 些 工 
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上 紧密 地 相 耳 联系 在 一 起 ,因此 在 某 种 程度 上 它们 之 间 的 区 分 
完全 是 人 为 的 .对 称 性 是 分 类 模式 的 工具 还 是 分 析 模 式 的 工具 ， 
事实 上 ,两 者 皆 是 .然而 ,分 和 开 讨 论 这 三 个 工具 还 是 有 有益 的 ， 


分 类 


古代 数学 最 大 的 成 就 之 一 就 是 只 有 五 种 3 维 凸 体 ， 其 表面 
由 焉 多 边 形 构成 ， 而 且 每 个 角 顶 上 都 有 相同 数目 的 多 边 形 相 
交 - 这 些 形体 称 为 正 多 面体 ， 如 图 1 a. 这 个 发 现 如 此 激发 
古人 的 想 每 力 ， 以 臻 柏拉图 以 这 些 形体 作为 他 的 物理 原理 的 基 
右 〈 见 他 的 对 话 《 带 迈 欧 》)} ， 欧 几 里 得 也 把 他 的 《数学 原本 
的 第 务 篇 大 部 分 用 于 它们 的 作 略 ， 它 们 至 今 也 没有 失去 它们 
的 魅力 . 


I A S OS 


图 1 KAHES, aE SUI. ea PRA 
PATH Re H EEA se EP a EA a EH A E 
AR AAR H E A E eg le, do h E YE a 


今天, 我们 很 容易 低估 发 现 正 多 面体 的 意义 ,在 当时 , 它 是 
数学 想象 力 的 主要 成 就 .首先 ,为 了 计数 某 类 对 象 ,你 必须 能 够 
察觉 ,它们 的 确 " 属 于 某 一 类 ". 也 就 是 说 ,你 必须 认 知 这 些 对 象 
其 有 使 它们 这 别 于 其 他 对 象 的 性 质 ,而 且 能 够 以 一 种 毫 不 含糊 
的 方式 刻画 它们 的 独特 特色 .其 次 ,你 必须 能 够 利用 这 些 判 据 ， 
精确 地 找 出 满足 这 些 判 据 的 对 象 . 没 有 人 确切 知道 这 些 古 人 如 
何 敌 出 他 们 的 发 现 . 但 是 ,对 于 今天 的 孩子 们 却 不 难 ,特别 是 当 
他 们 有 正 儿 边 形 在 玩 时 ,不 难 使 他 们 相信 和 正 杀 面体 的 名 单 是 完 
全 的 (图 2). 
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图 2 只 有 五 种 正 多 面体 ， 因为 全 等 的 正 多 边 形 在 一 点 只 有 五 种 排列 方 
式 , 使 它 能 折 在 一 起 ,形成 一 个 是 多 边 形 顶 点 .图 中 表示 五 种 排列 以 
及 它们 能 够 折 成 整个 多 面体 的 完全 模式 ， 


这 种 数学 分 类 的 关键 要 素 已 经 使 用 了 几 千 年 之 久 :刻画 一 
类 对 象 ,并 列举 该 类 中 的 对 象 .经 过 多 少 世纪 后 所 发 生 的 变化 以 
及 今后 还 将 不 断 变 化 的 是 对 我 们 似乎 重要 的 刻画 的 种 类 以 及 我 
们 用 来 列举 的 方法 .图 3 表示 我 们 可 以 从 数学 观点 归 在 一 起 的 
几 类 对 象 ,这 类 例子 可 激发 学 生 讨论 :每 一 类 由 什么 性 质 刻 画 ? 
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有 没有 不 同 的 方法 来 对 这 些 对 象 分 类 ? 还 有 其 他 对 象 属于 这 些 
类 吗 ? 下 面 我 们 要 提 到 一 些 分 类 方案 在 许多 应 用 中 证 明 是 有 效 
的 . 


图 3 把 立体 对 象 分 成 有 用 的 类 的 一 些 例 于 ,每 一 类 中 的 形状 有 秆 么 共 疗 
之 处 ? 


全 等 和 相似 ”两 个 对 象 全 等 ,如 果 它 们 一 直到 最 终 的 细微 
末节 都 完全 一 样 ,除了 它们 在 空间 中 的 位 置 可 以 不 同 . 像 食品 杂 
货 店 里 (同一 品牌 ) 的 西红柿 汁 饶 头 ,地面 上 的 正方 形 铺 砖 以 及 
被 担 上 图 案 中 的 六 边 形 , 都 是 我 们 熟知 的 全 等 图 形 的 例子 .两 个 
对 象 相似 ,如 果 只 是 位 置 和 尺度 不 同 , 相 似 性 似乎 是 一 个 非常 基 
本 的 概念 .学 龄 前 儿童 就 能 懂 的 小 动物 模型 ,洋娃娃 的 衣服 , 玩 
具 房 子 都 是 我 们 熟悉 对 象 的 小 型 化 .甚至 这 人 么 小 的 孩子 都 知道 
这 些小 的 对 象 表示 什么 东西 .这 个 事实 表明 ,他 们 已 能 从 直观 上 
理解 尺度 的 变化 .让 ! 任 何 年 龄 的 ) 小 孩 建 造 和 拆 开 塔 . 桥 ,房屋 [141] 
以 及 各 种 形状 竟 缩 小 尺度 的 模型 都 使 他 们 牢固 地 掌握 这 个 观 
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He Bee ”正方形 是 对 称 的 ,如 果 你 围绕 其 中 旋 
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转 90°,180°,270° 或 360°, 它 保持 不 变 . 它 还 有 4 条 镜 有 反射 对 称 
线 ,关于 每 条 线 , 你 可 以 把 它 反射 到 自身 上 (图 4). 很 容易 想到 
其 他 对 象 同 正方 形 一 样 , 也 具有 同样 的 对 称 性 或 者 自 全 等 性 , 像 
红 十 字 标 志 、 四 个 均等 摆 放 的 珠子 的 手镯 OTS HR 
及 没有 葵 的 四 叶 首 项 是 其 中 少数 例子 . 对 称 性 按照 它们 组 成 部 
分 的 排列 来 分 类 对 象 ,它们 可 能 要 当 精 妙 ,例如 图 3b 中 的 两 个 
多面 体 具有 相同 的 对 称 性 ， 


图 4 DRE RAH PLR, 180° ,270°R 360r, 它 保持 不 变 , 它 
还 有 4 条 罚 反 射 对 称 线 ,关于 每 条 绥 , 你 可 粹 把 它 反 和 时 到 自身 上 . 


正 像 全 等 导致 对 称 性 (这 正好 是 自 全 等 性 的 另外 一 个 各 
称 ) ,因此 ,相似 性 自然 地 推广 到 自 相 似 性 .按照 艺术 史家 EH 
网 布 里 奇 (Gombrieh?) 的 说 法 :“ 美 学 经 验 的 基本 经 验 在 于 愉悦 
处 于 大 糯 和 困 感 之 间 的 某 个 地 方 . "可 能 这 就 是 为 什么 分 形 以 及 
其 他 自 相 似 图 形 产生 如 此 大 的 激动 的 原因 之 一 . 

by AAR St (John Keats) 写 道 “ 美 是 真 , 真 是 美 ”. 自 相似 
性 近年 来 被 认为 是 自然 界 的 一 个 深刻 概念 ,把 诺 贝 尔 奖 金 颁 发 
给 表述 “ 重 正 化 群 ”, 以 及 当前 对 混沌 理论 遍及 世界 的 跨 学 科 的 
兴趣 表示 相似 性 和 尺度 对 于 科学 和 数学 的 深刻 意义 . 标 度 的 研 
究 牧 发 起 对 分 形 和 其 他 自 相似 的 几何 图 形 的 研究 ,而 且 反 过 来 
它们 也 激发 标 度 的 研究 . 

组 合 性 质 ”全 等 性 和 相似 性 是 度量 的 概念 :它们 可 以 通过 


长 度 和 角度 的 改变 而 改变 .但 是 形状 的 另 一 些 性 质 在 这 些 变 化 1143; 


之 下 保 持 不 变 . 例 如 当 我 们 拉 伸 或 弄 杰 多 边 形 ,多边形 的 棱 数 和 
项 点数 并 不 改变 .图 7 中 的 三 个 六 边 形 都 是 六 边 形 ,尽管 它们 既 
不 全 等 也 不 相似 ,都 是 由 六 条 线段 围 成 的 封闭 图 形 ,多边 形 是 六 
边 形 是 它 的 一 个 组 合 性 质 . 

大 致 来 讲 ， 形 状 的 组 合 性 质 是 我 们 可 计数 的 事物 以 及 它们 
互相 联结 的 方式 . 这样 从 组 合 观 点 来 看 ， 图 3a 中 的 图 形 是 等 
TH. 它们 每 一 个 都 有 6 个 面 ，8 个 顶点 及 12 条 棱 ， 它 们 彼 
此 之 间 以 相同 方式 相互 联结 ， 网 络 问题 常常 涉及 组 合 问题 . 例 
如 ， 如 果 我 们 想 要 为 建筑 物 中 的 计算 机 设计 连接 系统 ， 我 们 首 
先 关心 的 是 找 出 能 提供 我 们 所 要 的 连结 系统 的 连 线 和 结 点 的 可 
能 的 排 布 ， 只 有 到 这 时 ， 我 们 才 需 要 考虑 我 们 要 有 多 长 的 电 
H. 

teik 拓扑 等 价 比 组 合 等 价 还 要 更 一 般 . 从 拓扑 的 观点 看 ， 
所 有 和 多边形 都 是 闭环 路 ,所 有 多 面体 都 一 样 . 皮 亚 杰 论 证 在 儿童 
发 育 过 程 中 拓扑 的 概念 先 于 度量 的 概念 出 现 . 小 孩 可 能 先 认识 
闭 器 ,然后 才能 区 别 开 不 同 种 的 闭 圈 , 像 加 图 和 三 角形 :是 一 个 


图 5 在 坏 曾 土 的 画 连 城 游戏 ,棋盘 的 对 边 秋 合 在 一 她 ,也 就 是 着 成 一 样 ， 
这 就 好 像 把 棋盘 滚 成 一 个 国 简 ,然后 把 它 弯曲 成 内 舱 形 ,数学 家 称 
之 为 环 面 .你 能 否 告诉 我 在 环 面 游戏 中 , 土 面 哪些 位 置 是 等 价 的 ， 
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[144] 


闭 圈 与 是 一 个 纽 结 情形 相反 ,是 图 形 的 拓扑 性 质 . 

学 校 中 的 拓扑 学 常 披 描 述 为 “橡皮 膜 的 几何 学 ", 其 中 产生 
许多 极 好 的 例子 ,使 孩子 们 对 图 形 的 可 变形 的 概念 大 大 扩展 .在 
橡皮 膜 的 几何 学 中 图 3¢ 中 的 两 个 图 形 是 不 可 区 分 的 ,因为 其 中 
每 一 个 都 可 以 变形 成 为 另 一 个 .男女 童子 军 的 种 种 纽 结 是 通过 
亲自 实践 的 学 习 的 极 佳 材料 ”. 孩子 们 可 学 习 在 环 内 玩 画 * 连 
城 "游戏 以 及 需要 几何 头脑 训练 的 其 他 有 趣 的 游戏 (图 5)， 

随 着 结构 复杂 性 的 提高 ， 拓 扑 分 类 必然 变 得 更 加 困难 ， 这 
时 计算 机 视觉 可 以 成 为 有 用 的 工 其 .年 长 的 学 生 可 以 理解 定向 
的 概念 ， 它 能 刻画 圆柱 面 和 葛 比 乌 斯 带 的 差别 〈 可 定向 和 不 可 
定向 )， 还 可 理解 寺 格 的 概念 ， 它 刻 函 球面 和 环 面 的 差别 ( 亏 
MONTH 1). 理解 这 些 概念 会 大 大 丰富 科学 、 设 计 和 数学 
HY. 


合 名 


形状 需要 名 称 .语言 最 基本 的 用 处 之 一 就 是 给 事物 命名 . 命 
名 是 反映 在 我 们 神话 以 及 在 许多 当代 宗教 活动 中 的 一 个 原始 概 
念 .命名 是 走向 认 知 的 第 一 步 ,不 管 它 是 一 个 人 的 名 字 还 是 形状 
的 名 字 . 如 果 我 们 不 用 和 名称, 我们 就 无 法 思考 形状 (或 者 任何 其 
他 诸如 此 类 的 东西 ) 或 者 向 其 他 人 解释 我 们 的 想法 .学 习 专业 名 
称 有 时 被 玫 低 为 死记 硬 背 ,但 是 这 种 说 法 实际 上 不 得 要 领 .专业 
名 称 并 不 是 任意 取 的 ;它们 在 概念 框架 上 编码 ,而 正 是 在 这 个 框 
架 上 我 们 组 织 我 们 所 命名 的 事物 ， 

例如 ,在 讲 英语 的 国家 中 ,最 末 的 名 字 表示 (家 庭 的 ) 姓 ,第 
一 名 字 则 表示 家 中 的 一 个 人 .因此 玛丽 -琼斯 是 琼斯 家 的 名 叫 玛 
丽 的 或 员 .形状 的 名 称 也 有 同样 的 功能 :正四 面体 是 多 面体 家 族 
中 的 一 个 成 员 , 是 有 四 个 面 的 多 面体 的 家 族 中 的 一 个 代表 ( 见 图 


[145] 6) .我 们 用 “正四 面体 "来 命名 一 个 形体 时 ,我 们 同时 就 把 它们 置 


于 它 的 家 族 树 上 ,并 且 以 有 意义 的 方式 来 描述 它 ， 
一 166 一 


图 6 区 丽 ' 功 斯 是 琼斯 家 中 的 一 个 成 员 ,正四 面体 是 多 面 悼 家 吉 的 一 个 
成 员 . 


虽然 分 类 要 求 确 切 ,但 分 类 形状 却 没有 一 个 单一 “正确 "的 
方法 .形状 也 用 多 种 方式 分 成 族 和 子 族 ,依赖 于 使 我 们 感 兴趣 的 
性 质 . 例如 ,发现 行星 围绕 太阳 转 的 轨道 是 枯 鲍 而 不 是 园 , 这 使 
天 文学 的 研究 发 生 苹 命 性 变化 .从 这 种 观点 看 , 贺 和 椭圆 是 完 
不 同 的 .但 是 古人 最 大 成 就 之 一 就 是 发 现 不 论 加 和 轿 辐 都 是 周 
锥 曲线 ,在 这 个 意义 下 它们 是 一 样 的 . 

从 拓扑 的 观点 春 , 像 球体 那样 封闭 区 域 的 ,形状 与 像 硬 面包 
圈 那 样 上 面 有 洞 的 形状 的 区 别 是 基本 的 ,而 在 这 些 大 类 中 ,所 有 
形状 都 一 样 . 但 是 概 榄 球 运 动员 不 会 喜欢 用 篮球 来 中 ,篮球 运动 
员 也 不 会 用 棒球 来 玩 ,因为 球 的 每 一 类 都 有 完全 不 同 的 性 质 . A 
外 一 个 交叉 分 类 的 例子 是 建筑 师 知道 建筑 结实 的 房子 而 不 是 会 
倒塌 的 房子 是 重要 的 .这 点 超越 了 房子 通常 分 类 的 方法 ,例如 大 
AV), BASE ,长 方形 或 穹顶 状 的 . 

人 的 分 类 技巧 是 逐步 发 展 起 来 的 . 很 小 的 孩子 不 用 正式 教 
就 能 认识 大 量 的 形状 ,他 们 的 世界 确切 说 是 由 形体 构成 的 . 例如 
像 碗 、 黎 子 和 篮子 之 类 盛 物 的 形体 ; 像 球 ,拼图 和 积木 等 玩 的 形 
休 ; 像 椅子 汤 是 和 上 床 等 常用 的 形体 ,成 干 上 万 的 形状 成 为 儿童 
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i146] 生活 的 一 部 分 . 其 后 ,孩子 上 学 后 学 到 其 中 一 些 形 状 的 名 称 , 倒 
如 贺 PR ,多边形 以 及 某 些 简 单 的 多 面体 . 


Li 


t 
B7 在 化 学 中 重要 的 三 个 六 边 形 ,平面 六 边 形 (a) 出 现在 鞋 中 ( 见 下 面 图 
30) ,Lb) 和 和 te) 中 的 六 边 形 一 般 不 在 一 个 平面 上 ,两 者 都 是 环 己 烷 的 
构象 .由 可 楷 曲 的 麦 秆 做 成 的 六 边 形 很 容易 取 任 何 这 种 形状 . 


唉 ,在 我 们 的 学 校 中 ,通常 在 他 们 开始 真正 感 兴趣 时 ,也 就 
是 他 们 开始 探索 3 维 空间 中 的 结构 时 ,对 形状 的 鉴别 和 分 类 的 
教学 就 停 了 下 来 .有 老少 人 试 识 到 ,甚至 不 在 一 个 平面 上 的 多 边 
形 也 是 极为 有 趣 和 重要 的 ? 许多 分 子 具 有 多 边 形 形 状 , 但 是 这 
些 多 边 形 往往 被 扭曲 ,它们 的 构象 是 了 解 它 们 化 学 性 质 的 关键 
(图 7). 除 了 有 限 多 边 形 以 及 其 边 不 相交 的 多 边 形 之 外 ,还 有 饥 
We . 星 形 和 螺旋 形 驳 边 形 , 把 多 边 形 的 定义 扩展 到 闭 圈 上 ,我 
们 可 能 还 要 研究 纽 结 . 纽 结 除了 明显 的 捆绑 东西 这 种 实用 的 重 
要 性 之 外 , 它 还 进 人 网 络 设计 , 像 立体 交叉 桥 , 这 有 助 于 理解 某 
些 生物 分 于 的 结构 ,肥皂 泡 、 肥 皂 肛 和 泡沫 也 及 迷人 的 几何 原理 
不 可 穷尽 的 源泉 . 

多 面体 的 学 习 可 从 容易 画 出 的 简单 的 形状 扩充 到 像 星 形 多 


面体 等 比较 复杂 的 形状 , 像 平 面 铺 砖 之 类 的 模式 也 同样 重要 , 它 

们 踊 漂 亮 又 有 用 .螺旋 线 和 蜡 线 ( 暑 线 ) 对 生物 学 和 天 文学 也 像 147] 
数学 一 样 根本 .但 是 即使 在 今天 ,“ 双 螺旋 "几乎 成 为 家 喻 户 晓 的 

名 词 时 ,也 很 少 有 人 知道 螺旋 线 ( 它 在 离 轴 一 定 虐 离 上 围绕 一 轴 

缠绕 ) 与 螺 线 的 区 别 ( 图 3). 出 于 明显 的 实际 理由 ,大 多 数 所谓 

螺 线 形 阶梯 实际 上 是 螺旋 形 的 .想象 一 下 要 是 我 们 的 DNA 像 螺 

线 一 样 纺 绕 我 们 会 怎么 样 ,或 者 星云 的 螺 线 变 成 螺旋 线 , 我 们 和 
宇宙 又 会 像 什 么 ! 


è Æ KAA á % 
图 8 DF ABER: (a) SABE RUF; Cb LEA (co) HA E fr 
DEA MNS—REF (dc) TRS Ss BGR. CHR IER 
示 它 们 有 共同 的 生成 机 制 ,尽管 材料 .尺度 和 自然 力 明 显 不 同 . 


分 析 


为 了 对 今天 充满 形 象 的 世界 的 模式 进行 解释 和 创造 ,只 是 
一 169 一 


识别 相似 性 和 差异 是 不 够 的 ,我 们 还 需要 分 析 它们 ,这 就 引导 我 
们 去 研究 大 的 形状 如 何 由 小 的 形状 构成 ,并 且 认 知 模式 以 及 它 
们 的 性 质 . 

当 和 孩子 们 用 积木 或 拼图 散 出 形状 时 ,他 们 常常 模仿 他 们 在 
周围 所 见 的 各 种 各 样 的 组 合 (图 9). 大 自然 也 在 创造 模式 ,就 像 
人 造 的 模式 一 样 . 自然界 的 模式 也 在 多 个 层次 上 出 现 :原子 组 成 
分 子 , 而 分 子 组 成 晶体 和 细胞 ,而 它们 往往 是 更 高 级 组 织 的 亚 单 


fi. 


@ 


图 9 许多 形状 由 更 小 的 形状 构成 , 桥 上 的 加 强 最 阐明 ,在 工程 和 建筑 中 
也 像 在 自然 界 中 一 样 , 用 重复 的 模式 形成 由 部 分 构成 的 整体 


当 我 们 仔细 地 考查 模式 时 ,我 们 发 现 同样 的 形式 和 排列 ,一 

[148] 而 再 .再 而 三 地 出 现 ,尽管 涉及 的 对 象 是 极为 不 同 的 ,4 这 不 只 
是 一 种 巧 含 ,大 多 数 模式 的 几何 学 受到 极 少 数 几 个 形成 .增长 和 

发 展 的 基本 原理 支配 . Pr ROT 79 + WAG SSH (Peter Stevens20) 在 他 

的 令 人 着 迷 的 书 《 自 然 界 中 的 模式 } 中 讨论 了 自然 模式 产生 的 几 

种 方式 .例如 可 应 力 ,分 支 , 迁 回 曲 折 ,分 拆 ,密封 ,开裂 . 这 些 形 
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成 模式 的 结果 十 分 相似 ,尽管 它们 可 操作 的 材料 多 种 多 样 ( 见 图 


8). 

模式 生成 的 重要 方面 可 以 通过 探索 对 象 的 拷贝 集 装 在 一 起 
的 方式 来 掌握 .学 生 们 很 快 地 发 现 , 只 有 极 少 数 方式 可 行 .形状 
的 这 个 基本 性 质 可 以 在 许多 层面 上 学 习 . 例 如 ,如 果 要 集 装 的 对 
象 是 圆 或 者 容易 做 出 的 多 边 形 像 三 角形 .四 边 形 或 六 边 形 , 它 可 
以 通过 直观 的 或 亲自 动手 的 方式 来 学 (图 10). 大 一 点 的 孩子 可 
以 体验 不 太 规 则 的 形状 并 发 现 一 些 惊 人 的 事实 ,例如 任何 四 边 
形 ,甚至 于 非 凸 的 四 边 形 ,都 能 铺 满 平面 (图 11). (这 是 这 样 一 
个 事实 , 即 任何 四 边 形 的 内 角 和 均 为 360? 的 惊人 的 但 十 分 简单 
的 推论 .) 高 中 学 生 可 以 学 习 球 堆积 和 铺 砌 的 更 为 深刻 的 性 质 . 
例如 它们 的 对 称 性 以 及 它们 如 何 形成 (格林 鲍 姆 和 舍 菲 尔 德 
(Shephard) 的 《 铺 砌 和 模式 加 一 书 是 关于 铺 砌 的 材料 确定 的 资 
料 来 源 ). 


图 10 小 孩子 可 以 研究 用 才 面 体 拼 起 来 铺 满 平面 的 方法 . 


She 


[149] 


图 11 任何 四 边 形 可 以 铺 满 平面 ,因为 内 角 和 为 360。, 这 等 于 围绕 每 珊 
点 的 角 的 度数 总 和 .因此 围绕 一 个 顶点 排 布 上 四 个 四 面体 每 个 角 
用 一 次 ,就 正好 完全 拟 合 . 


SW TT HH te 


对 于 许多 类 的 模式 来 讲 , 它 们 的 最 突出 的 事情 之 一 就 是 它 
们 的 对 称 性 ,这 种 对 称 性 也 是 分 析 模式 的 重要 工具 .模式 是 在 某 
种 意义 下 重复 的 某 种 东西 ,而 对 称 性 则 是 使 其 意义 精确 的 概念 . 

对 称 性 的 研究 开始 于 把 图 形 分 解 成 全 间 部 分 .虽然 某 些 形 
状 一 开始 并 不 显得 是 由 更 小 的 部 分 构成 的 ,但 如 果 把 它们 想象 
成 这 样 , 那 往 往 是 有 好 处 的 .例如 ,反射 镜 线 把 一 个 正方 形 分 解 
成 8 个 全 等 的 部 分 ,而 这 一 事实 则 被 正方 形 的 对 称 性 所 取代 . 特 
别 是 , 它 揭示 出 对 称 性 是 自 全 等 性 . 正 是 这 种 自 全 等 性 我 们 认为 
是 漂亮 的 ,而 且 使 得 对 称 性 在 结构 分 析 中 起 着 有 意义 的 组 织 原 
理 的 作用 . 

FARE BREA ATT PTE AR REA JE J 
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AM MACMAS POY LE REAR 玩具 .建筑 物 和 陈列 
PHE. A-A RTA a Op BR A eB e tp FE BY 
规则 而 能 得 到 更 大 的 快乐 并 获得 更 大 的 洞察 妃 . 

一 种 开发 模式 的 最 有 趣 的 技术 是 折纸 , 它 的 作用 往往 被 低 
估 . 我 们 全 都 熟悉 当 被 析 的 纸 章 开 再 打开 所 形成 的 美丽 图 案 . 雪 
花 、 玩 偶 串 以 及 出 现 的 其 他 重复 模式 不 是 由 魔术 创造 出 来 ,而 是 
反射 几何 学 的 简单 结果 .许多 所 何 作 图 ,甚至 数论 的 某 些 方面 
(其 中 一 些 青 定 是 极 不 简单 的 } 都 能 通过 打开 的 设计 来 表示 . 反 
之 ,许多 有 趣 的 3 维 图 形 可 以 由 折纸 造 出 来 .图 2 的 多 面体 网 就 
是 一 个 例子 ,日 本 折纸 游戏 是 另 一 个 例子 .折纸 问题 从 许多 方面 
激发 元 何 的 想象 力 ， 


镜 象 几何 


镜子 可 用 来 学 习 反 射 原理 ,特别 是 , 造 一 个 万 花 简 就 是 极 好 
的 方法 ,可 以 去 发 现 各 种 反射 如 何 相互 作用 形成 有 序 的 排列 ,这 
我 们 称 为 万 花 简 模式 . 方 花 简 的 作用 远 远 超出 一 个 玩具 , 它 是 镜 
象 几何 学 的 课本 .甚至 于 一 面 镜子 也 能 教会 我 们 许多 ,成 年 人 和 
孩子 们 都 被 低 年 级 班 所 用 的 “镜面 卡 " 困 住 . 万 花 简 更 为 复杂 , 它 
也 是 基于 镜面 的 反射 原理 ， 

为 了 探索 简单 万 花 简 的 作用 ,你 只 需要 两 个 长 方形 小 镜子 
以 及 一 些 带 颜色 的 小 物体 ,一 些 塑 料 和 玻璃 的 小 碎片 就 非常 好 . 
沿 着 一 边 把 两 面 镜子 接 在 一 起 ,让 它们 的 反射 面相 互 对 着 . 把 小 
东西 放 在 桌子 上 ,在 两 个 立 着 的 镜面 之 间 ( 图 12) ,如果 你 往 镜 
子 里 看 ,就 会 看 到 小 东西 以 一 种 非常 漂亮 的 模式 重复 . 稍 做 实 
验 ,就 可 以 表明 某 些 角度 比 其 他 角度 产生 更 为 好 看 的 图 形 .用 万 
花 简 的 发 明 者 大 卫 ' 布 鲁 斯 特 (David Brewster) MAE KE, A 
有 某 些 角度 产生 一 个 “完美 的 整体 "一 一 有 限 多 个 全 同 的 区 域 排 
列 成 一 个 贺 形 的 图 案 . 倍 子 在 玩 镜子 时 ,不 难 发 现 什 么 角度 产 
生 这 种 完美 的 万 花 简 图 象 . 这 样 做 ,他 们 就 会 学 会 近代 形状 研 


— 173 一 


站 在 巨人 的 肩膀 上 


一 ŘĂ— N 


图 12 通过 玩 两 块 绞 链 在 一 起 的 小 镜子 可 以 发 现 万 花 简 原理 .对 象 出 现 
无 穷 多 变化 的 图 案 ,但 是 当 镜子 间 夹 角 变化 时 , 某 些 图 案 比 其 他 的 
图 案 显 示 出 更 大 的 对 称 性 和 美 . 


图 13 ” 黄 铁 矿 晶体 ,立方 体 表面 上 的 线 表明 晶 


体 的 内 在 结构 缺少 立方 体 
(152 | 的 某 些 对 称 性 . 
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究 的 最 重要 一 课 . 

反射 生成 具有 有 限 多 个 子 单元 的 模式 ,它们 不 仅 上 县 有 镜面 
对 称 性 ,还 具有 旋转 对 称 性 .旋转 和 反射 一 个 接 一 个 地 作用 ,党 
常 使 得 “完美 的 整体 "外 观 不 变 . 正 式 讲 ,这 样 一 个 运动 系统 称 为 
对 称 群 .许多 形状 的 性 质 可 以 通过 研究 其 对 称 群 来 分 析 . 实际 
上 ,经 过 一 个 多 氨 纪 .这 种 战略 已 经 成 为 研究 几何 学 的 指导 原 
则 .学 生 通 过 使 用 万 花 简 ,可 以 通过 直接 经 验 理 解 这 种 基本 思想 
而 不 必 通 过 通常 所 表示 的 形式 的 抽象 代数 语言 忽 一 个 长 长 的 大 
EF. 


图 14 RAER EGRE FPF ae kR, ee 
一 个 村 面体 上 .三 边 的 内 侧 放 上 镜子 或 者 窗 近 反光 纸 fa), 这 三 个 
面 的 组 会 如 图 (tb 所 未 , 它 包 括 一 个 正方 形 的 一 半 和 一 个 长 方形 ， 
长 方形 的 底 过 等 于 正方 形 的 边 长 ,高 等 于 正方 形 对 角 线 . 沿 着 虚线 
切 掉 ,然后 把 边 a 和 8 粘 在 一 起 (e) , 令 切 端 朝 下 ,平行 于 桌面 . 通 
过 四 面体 看 一 块 报纸 或 其 他 装饰 材料 ,你 会 看 到 一 个 装饰 的 立方 
体 ! 褒 着 平面 移动 四 面体 ,你 会 看 到 立方 体 的 变化 的 模式 . 


3 维 图 形 的 对 称 性 表面 上 更 为 复杂 难 解 ， 但 是 其 原理 实际 
EF) 2 维 图 形 一 样 ， 例 如 ,立方体 的 对 称 性 包含 对 两 类 镜面 的 
反射 以 及 围绕 三 类 轴 的 旋转 ， 年 轻 的 学 生 可 以 通过 试 着 以 同 对 
称 性 相 协 调 的 方式 去 装饰 立方 体 来 学 习 大 量 关于 立方 体 对 称 性 
的 知识 .， 较 年 长 的 掌 生 可 通过 装饰 来 解决 改变 这 种 对 称 性 的 难 
题 . 

这 种 装饰 出 现在 自然 界 中 ,它们 给 我 们 提供 隐藏 模式 的 结 
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[153) 


构 的 线索 .例如 ,图 13 中 的 黄 铁 入 晶体 乍 一 看 来 是 一 个 通常 的 
立方 体 , 但 是 仔细 察看 就 揭示 出 来 在 立方 体 的 面 上 有 条 纹 , 这 些 
条 纹 同 立方 体 的 某 些 对 称 性 但 不 是 全 部 对 称 性 相 容 .结果 证 骨 ， 
这 些 条 纹 来 源 于 晶体 内 部 原子 的 排列 并 不 像 它 外 在 表现 出 的 立 
方 体 形状 那么 对 称 . 结论 是 , 黄 铁 矿 晶体 是 一 种 有 结构 的 立方 
体 ,或 称 修饰 立方 体 、 

对 于 较 年 长 的 学 生 ,一 个 最 令 人 激动 而 且 有 教 益 的 实习 是 
造 一 个 立体 万 花 简 .立方 体 由 其 镜面 反射 平面 分 成 48 个 全 等 的 
MAHE. 如 果 这 些 四 面体 中 有 一 个 模型 人 靠近 镑 面 或 像 密 拉 那 样 
的 反光 纸 ,去 掉 属 于 立方 体 空间 的 三 角形 ,并 且 把 对 顶点 前 掉 ， 
那么 整个 立方 体 就 可 以 由 反射 生成 .把 反射 的 密 拉 贴 在 卡 纸板 
或 者 硬 纸 板 上 也 能 用 .四 面体 中 有 三 个 笨 这 样 做 ,使 得 你 能 看 到 
里 面 ,图 14 指示 你 如 何 造 出 这 样 一 个 万 花 简 , 


应 用 对 称 性 


如 果 我 们 关于 对 称 性 所 学 的 全 部 只 是 为 了 识别 它 , 那 我 们 
就 没有 抓 住 要 点 .对称 性 是 一 种 误 果 ,不 是 一 种 原因 .9 为 什么 
许多 自然 界 的 结构 是 对 称 的 ? 例如 ,什么 原子 力 保证 晶体 的 排 
列 井然 有 序 ? 虽然 这 些 是 深奥 的 ,大 部 分 尚 属 未 解决 的 问题 .但 
30 LÆRT A i i e EE (James Watson ) 和 法 朗 西 斯 : 克 里 克 
(Francis Grick) 在 描述 他 们 发 现 DNA MH, t h — PHS 
通 的 好 答案 :2 


在 分 子 水 平 上 ,不 论 何 处 一 定 大 小 和 形状 的 结构 ,必定 
由 更 小 的 单元 神威 …… ,和 集聚 的 排列 倾 身 于 不 断 的 重复 , 因 
此 , 亚 单元 很 可 能 通过 对 称 要 素 彼 此 关连 ， 


PRAIA, 自然界 建 立 的 分 子 结构 是 按照 某 些 规则 来 进行 自我 
组 织 的 ,重复 这 些 规则 倾向 于 导致 我 们 所 谓 对 称 的 分 子 排列 . 
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多 面体 提供 了 大 量 一 再 重复 的 排列 的 极 好 例子 . 当 你 用 正 
方形 硬 卡 片 板 做 成 正方 体 ,每 个 角 项 有 三 个 正方 形 粘 在 一 起 ,你 
就 正在 建造 一 个 适合 某 种 聚集 排列 的 形状 : 它 必 须 由 全 等 的 正 
多 边 形 构成 ,在 每 一 个 角 顶 必须 有 同样 数目 的 正 多 边 形 .我们 把 [154] 
这 种 造 法 推广 到 其 他 的 多 边 形 . 上 ,我 们 就 得 到 五 种 正 多 面体 {图 
1) .这 种 排列 可 进一步 推广 以 包括 半 正 多 面体 (图 15) .其 中 可 
以 用 一 种 以 上 的 正 多 面体 以 及 西 三 角 多 面体 (图 16), 它 的 面 都 
是 等 边 三 角形 ,但 是 其 顶点 的 排 布 可 能 不 完全 一 样 .7 


5 ” 半 正 多 面体 ,它们 的 面 甩 刀 种 正 霓 边 形 构成 .在 每 个 顶点 具有 相 局 
的 排 布 ,所 有 顶点 可 通过 对 称 棵 作 披 此 交换 ， 
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图 16 如 三 角 雪 面体 由 等 边 三 角形 构成 ,但 顶点 排 布 的 类 型 不 同 ,在 一 顶 
点 处 可 有 3 个 .4 个 或 5 个 三 角形 相交 . 


生物 学 杂志 《病毒 学 ?的 封面 设计 有 一 个 2 面体 .在 病毒 中 
发 现 20 面体 对 称 性 以 及 科学 家 正在 进行 的 把 这 种 对 称 性 同 亚 
单元 的 结构 联系 起 来 的 故事 是 很 有 教 益 的 .7 病毒 是 包含 传染 
原 的 小 囊 ,小 厢 由 蛋白 质 亚 单元 构成 ,这 些 亚 单元 聚集 在 一 起 ， 
UR TASS. 华 生 和 克 里 克 在 用 X 射线 研究 病毒 结构 的 过 程 
中 ,许多 病毒 的 闭 壳 具有 多 面体 或 螺旋 线形 状 .其 后 的 研究 表 
明 ,上 多 面体 常常 是 20 面体 ,而 这 就 提示 了 关于 和 蛋白质 亚 单位 排 
列 的 许多 吸引 人 的 模型 .但 是 最 近 发 现 , 这 些 模 型 并 不 正确 , 病 
毒 中 聚集 排 布 与 整体 对 称 性 之 间 关 系 仍然 是 一 个 尚未 解决 的 问 
题 . 像 这 类 问题 也 引导 数学 的 新 发 展 , 它 们 迫使 数学 家 再 考虑 他 
们 的 定义 并 且 进一步 扩展 他 们 的 研究 范围 ， 


格 F 


从 远古 时 代 起 ,我 们 称 为 晶体 的 美丽 形状 一 直 司 我 们 惊叹 
和 称 次 .为 什么 它们 具有 多面 体形 状 而 其 他 自然 千 构 却 没有 ? 
石英 是 最 早 研究 的 晶体 ,一 开始 它 被 认为 是 永恒 冻结 的 冰 块 ( 英 
WFE crystal k Á REF spearexos ,其 意 为 冰 , 这 点 很 有 教 
益 ) .到 17 世纪 ,科学 家 开始 推断 晶体 形状 是 有 序 的 AR 
的 .内 在 的 结构 的 反映 . 远 在 近代 原子 论 发 展 之 前 ,有 人 就 提出 
量 体 由 小 球 堆积 而 成 ,而 这 些小 球 则 表示 不 管 是 什么 铺 构 的 基 
本 粒子 .后 来 粒子 被 表示 为 小 夸 块 (图 17) BR TER CHR 

155] 定 是 长 方形 ) 至 今 仍 然 是 晶体 结构 的 重要 模型 ， 
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图 17 1822 年 一 种 蝇 体 结构 的 概念 ,其 中 各 种 晶体 形状 被 想 估 成 为 由 小 
的 长 方形 硫 块 构成 


不 管 我 们 用 球 还 是 用 砖 块 ,重要 的 思想 是 有 序 的 陈列 ,让 我 
们 对 此 稍稍 进一步 探索 一 下 , 1 维 格子 是 沿 着 一 条 直线 等 中 分 
布 的 点 集 . (虽然 我 们 只 能 画 点 集 的 一 部 分 ,我 们 假定 它 不 断 地 
延续 下 去 ). 所 有 1 维 的 格子 本 质 上 都 一 样 ,差别 只 在 于 点 之 间 
的 距离 .但 是 2 维 格子 有 两 个 基本 类 ;一 类 ,每 行 的 点 都 在 另 一 
行 点 的 正 上 方 . 另 一 类 则 各 行 的 点 有 水 平 偏 移 ( 见 图 18). 格子 
上 每 一 点 “占据 "平面 中 一 部 分 ,在 这 个 区 域 中 , 离 该 点 要 比 离 其 
他 任何 格 点 更 近 . 这 个 区 称 为 犹 利克 雷 (Dirichlet) 区 域 ,这 些 区 
域 显示 出 在 对 应 砖 块 模型 中 格子 的 对 称 性 ,2 AE A 
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域 一 一 砖 块 一 一 总 是 四 边 形 或 六 边 形 ,在 每 个 格子 之 内 ,每 一 点 
的 区 域 都 是 全 等 的 ， 


本 
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Mis 2 维 格 子 的 对 称 性 由 其 狄 利克 雷 区 域 所 展示 ,该 区 域 是 以 每 
格 点 为 中 心 的 多 边 形 , 它 包围 平面 上 的 区 域 ,该 区 城 离 其 中 
的 烙 点 比 离 酝 何其 他 格 点 都 近 . 这 些 和 多 边 形 可 以 是 四 边 形 或 
六 边 形 , 对 于 给 定格 子 ,它们 都 全 等 . 


格子 描写 模式 的 内 在 基本 的 对 称 性 .在 两 三 页 撕 图 纸 上 男 
上 1 维 格子 ,并 用 它们 来 创造 2 维 格子 .你 很 快 会 发 现 ,只 要 移 
动 各 行 的 相对 位 置 ,你 就 可 以 改变 和 阁 子 的 对 称 性 ,你 可 以 通过 重 
新 计算 狄 利克 雷 区 域 来 察看 对 称 性 .不管 你 怎么 仇 , 其 对 称 性 只 
是 图 18 所 示 的 五 种 类 型 之 一 .重要 的 事实 是 每 个 2 维 重 复 的 模 
式 ,不 管 它 是 由 点 或 椭圆 或 多 边 形 的 某 种 排 布 ,还 是 壁纸 图 案 或 
者 埃 会 尔 (Escher) 式 的 平面 铺 现 ,都 可 以 解释 为 与 某 一 种 格子 
相伴 的 狄 利克 雷 区 域 的 修饰 ,而 这 些 格 子 都 属 王 这 五 种 对 称 类 
型 
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[156] 


这 种 简单 的 观察 引出 大 量 有 趣 的 问题 , 如 果 我 们 用 其 他 形 
状 代替 点 ,我 们 能 创造 出 邵 种 聚集 排 布 ? 什么 形状 可 以 拟 合 在 
一 起 ,形成 没有 空缺 的 有 序 图 案 ? 有 序 到 底 是 什么 意思 ? 把 点 
列 扩充 到 3 维 有 和 多少 可 能 的 方式 ? 结果 对 这 类 问题 只 有 少数 的 
解答 .这 就 解释 为 什么 在 晶体 结构 中 ,在 析 架 中 ,在 生物 组 织 中 ， 
蜂 房 中 ,壁纸 上 ,纺织品 中 和 铺 砌 的 地 板 上 ,同一 模式 如 此 经 常 
地 出 现 . 

3 维 格子 从 19 世纪 初 就 被 数学 家 和 科学 家 用 来 试图 解释 
原子 在 晶体 中 的 排列 .在 3 维 情形 ,一 共有 14 种 对 称 类 型 和 5 
种 狄 利克 雷 区 域 的 组 合 类 型 ( 见 图 19). 


ane 


图 19 对 于 3 维 格子 共有 五 种 类 型 犹 利克 雷 区 域 .这 五 种 形状 远 不 如 五 种 
柏拉图 立体 出 名 ,但 至 少 同 它们 一 样 重要 . 


我 们 很 难过 高 估计 玩 立方 体 和 其 他 积木 块 的 重要 性 ， 甚 至 
一 岁 小 孩子 也 喜欢 搭 越 来 越 高 的 塔 ， 然 后 看 它 倒 塌 ， 再 大 的 孩 
子 用 积 本 建 房子 、 庭 院 和 其 他 建筑 ， 小 孩子 搭 起 八 面 体 来 有 困 [157] 
XE. 但 是 他 们 能 用 小 立方 体 造 成 大 的 立方 体 . 最 小 的 复合 立方 
体 是 由 8 个 更 小 的 立方 体 构 成 ， 次 大 的 复合 立方 体 是 由 27 个 
构成 ， 通 过 猜想 这 个 数列 如 何 继续 下 去 ， 孩 子 们 就 会 对 体积 得 
到 某 种 理解 .再 大 的 孩子 , 不管 多 大 ， 也 都 能 从 玩 立 方 体 学 到 
许多 东西. 
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立方 体 是 3 维 砖 块 的 原型 E, ARS HIRE 
的 ,都 建立 在 它 的 基础 上 .值得 去 党 试 由 立方 体 建 造 多 面体 . 例 
如 试图 把 方 精 块 用 胶 粘 在 一 起 造 出 正八 面体 ,你 收 的 糖 块 八 面 
体 做 香 越 大 (假如 不 是 太 乱 ), 踊 梯形 的 表面 就 越 来 越 接近 光滑 ， 
因此 由 立方 体 建 造 多 面体 是 一 堂 复杂 的 体积 测量 课 .HS5:M: 
考 克 斯 特 (Coxeter) 在 他 的 经 典 著作 《4 正 多 胞 形 》 一 书 ; 中 , 谈 到 任 
何 维 的 立方 件 可 作为 “测量 多 胞 形 ” ,这 是 很 有 教 益 的 (多 胞 形 一 
TLS SES Ue AS tk). 


H 分 


许多 领域 中 一 个 重要 问题 是 如 何 把 一 个 区 域 剖 分 成 各 种 形 
状 的 分 隔 间 .建筑 师 或 设计 师 把 一 个 建筑 物 内 部 划分 为 派 上 不 
同 用 场 的 房间 ,我 们 全 都 为 如 何 最 有 效 地 把 衣物 装 进 手 提 箱 或 
大 在 箱 而 烦心 .复杂 的 生物 体 , 像 植物 或 人 都 由 一 个 单 细胞 发 育 
而 成 .在 成 长 的 早期 ,它们 都 分 裂 成 “ 女 "细胞 ,它们 又 再 生长 和 
分 裂 .研究 分 裂 的 细胞 如 何 组 成 组 织 , 然 后 又 形成 器 官 ,是 生物 
学 最 激动 人 心 的 前 沿 领域 之 一 .一 些 问 题 涉及 到 前 分 .划分 和 重 
分 的 几何 学 . 

有 许多 有 趣 的 数学 向 题 讨论 剖 分 ,这 个 领域 最 著名 的 定理 
之 一 是 :任何 多 边 形 都 可 以 剖 分 或 有 限 多 块 ,并 能 把 它们 拼 集 成 
任何 一 个 相同 面积 的 任 一 多 边 形 . 小 学 生育 欢 用 七 巧 板 或 其 他 
多 边 形 砖 块 来 解 这 个 难题 ,你 可 想象 给 更 大 的 孩子 们 能 设计 多 
少 与 这 个 剖 分 定理 有 关 的 ,富有 挑战 性 的 问题 和 难题 .更 高 年 级 
的 学 生 们 能 够 发 现 对 于 多 面体 ,相应 定理 是 错 的 ,这 又 是 男 一 个 
有 趣 的 重要 结果 . 

另 一 个 有 趣 的 剖 分 问题 是 造 出 “复制 砖 ", 即 是 把 砖 拼 在 一 
起 ,形成 它们 自身 的 仿 样 ( 儿 20) .换言之 ,我 们 能 够 通过 把 “ 复 
制 砖 " 重 分 成 和 它 本 身 相 似 的 更 小 的 小 块 拷 由 来 造 出 这 种 砖 来 ， 
为 了 通过 复制 砖 造成 一 个 铺 砌 图 , 考 虚 当 小 砖 块 增长 到 原来 大 
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小 然后 再 加 以 重 分 .反复 地 重复 这 个 过 程 ,我 们 就 创造 一 个 铺 
赚 , 它 在 某 种 意义 下 是 自 相 似 的 ,这 种 铺 砌 许多 不 具有 格子 结 
构 . 图 20 中 的 铺 砌 是 格子 还 是 非 属 子 ? (这 并 不 容易 回答 1) 当 [159] 
今 ,数学 家 和 固态 科学 家 对 不 具有 格子 的 铺 砌 极 感 兴趣 ,因为 它 
们 上 共有 许多 最 近 发 现 的 结晶 物质 -一 准 晶 所 和 具 有 的 奇特 的 
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图 20 “复制 苇 " 是 把 夸 拼 在 一 起 .可 以 形成 它们 自身 的 仿 样 .它们 形成 自 
相似 的 铺 确 图 案 ,但 也 可 能 形成 像 本 图 一 样 竟 可 能 没有 格子 大 构 
的 铺 疯 图 案 . 这 种 铺 砌 图 案 今天 引起 很 大 的 兴趣 ,因为 它们 具有 某 
些 新 发 现 的 咀 体 物质 所 有 的 许 才 奇特 的 性 质 . 


组 合 工 具 


模式 的 组合 性 质 也 非常 重要 ,因为 它们 提供 了 什么 可 能 存 
在 , 付 么 不 可 能 存在 的 线索 .例如 ,假设 我 们 想 造 一 个 四 面体 ,也 
就 是 具有 四 个 面 的 多 面体 ,我 们 应 该 怎样 着 手 ” 在 裁 出 多 边 形 
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[260] 


并 试图 把 它们 用 胶带 粘 接 在 一 起 之 前 ,让 我 们 考虑 一 下 各 种 可 


能 性 .首先 ,所 有 和 多边 形 必须 是 三 角形 ,因为 当 我 们 造 时 ,我 们 要 
从 一 个 多 边 形 开 始 , 并 在 每 一 条 边 粘 上 另 一 个 多 边 形 .如 果 我 们 
头 一 个 多边 形 超过 三 条 边 ,那么 我 们 就 会 用 光 了 我 们 的 多 边 形 ， 
因为 我 们 只 有 四 个 包 边 形 . 央 此 为 了 造 一 个 四 面体 ,我 们 必须 在 
头 一 个 三 角形 的 每 一 边 上 精 上 一 个 三 角形 (图 2a) ,然后 ,为 了 
造 出 一 个 封闭 的 多 面体 ,我 们 必须 把 这 个 图 形 折 起 来 ,使 得 另外 
三 个 三 角形 交会 于 一 点 .这 就 意味 着 多 面体 的 边 必须 形成 四 个 
三 角形 的 网 格 . 

从 这 里 出 发 ,我们 可 以 讨论 这 些 三 角形 可 能 具有 的 性 质 { 葬 
如 ,全 等 性 ) ,但 重要 的 是 要 注意 到 我 们 已 经 做 出 一 个 重要 的 发 
现 :每 一 个 四 面体 都 是 由 四 个 三 裔 形 析 成 的 组 合 网 赂 .用 同样 的 
推理 可 以 证 明 , 一 面体 ( 即 有 具有 五 个 面 的 多 面体 ) 有 两 种 组 合 类 
型 ,你 可 从 图 6 中 找到 .只 有 七 种 类 型 六 面体 {图 21) ,其 中 当然 
包括 立方 体 .要 求学 生发 现 为 什么 没有 更 多 的 类 型 ,对 他 们 是 个 


HFA 
Aly ly & 


图 21 六 面体 存在 七 种 组 合 类 型 , 试 着 把 它们 当成 3 维 包 面体 来 看 ! 


有 时 ,形状 的 组 合 性 质 要 比 它们 的 度量 性 质 更 基本 .要 是 我 


fas Ar 


们 试图 从 六 边 形 造 出 上 同 多 面体 ,我 们 永远 不 可 能 成 功 ,因为 这 种 
多 面体 从 组 合 上 是 不 可 能 的 ,最 好 事先 就 知道 这 各 1 几 年 前 ， 
“世界 运动 日 "的 招贴 画 , 务 一 个 巨大 的 足球 ,看 来 好 像 是 全 都 由 
六 边 形 构 成 .这 个 设计 者 没有 认识 到 ,她 曾 的 是 一 个 不 可 能 的 图 
He! 

多 面体 的 组 合理 论 的 基本 定理 是 柳 拉 定理 , 它 对 于 所 有 凸 
多 面体 以 及 某 些 其 他 多 面体 均 成 立 : 面 数 扣 顶点 数 等 于 楼 数 加 
2, 这 可 简洁 地 写成 

F+V=E +2, 

其 中 下 是 网 格 中 面 (或 胞 有 以) 的 数目 ,” ERANA, E 是 楼 
的 数目 (用 图 1,6,19,27 中 的 网 格 不 难 验证 这 个 等 式 ). 在 指导 
之 下 不 难 发 现 欧 拉 定 理 , 它 也 容易 教 , 对 于 高 年 级 学 生 也 不 难 学 
会 用 .这 个 定理 及 其 推论 和 各 种 推广 是 列举 对 象 的 组 合 性 质 的 
BETA. 
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研究 形状 第 三 个 重要 工具 是 表示 .在 日 常生 活 中 正如 在 数 
学 .科学 和 艺术 中 ,我 们 讨论 的 不 只 是 形状 本 身 ,而 且 还 讨论 各 
种 各 样 的 形状 的 表示 , 像 模型 ,摄影 和 绘画 .表示 的 工具 包括 下 
面 一 些 技能 :理解 尺度 模型 , 读 地 图 ,理解 阴影 截面 和 投影 ,由 
玫 象 再 现 原 来 形状 ,精确 绘图 以 及 使 用 计算 机 图 形 学 .在 每 一 种 
情形 下 ,基本 的 问题 都 是 ,决定 形状 和 它 的 图 象 之 则 的 关系 或 者 
同一 形状 的 不 同 图 象 之 间 的 关系 . 


模 型 
形状 最 简单 的 表示 是 它 用 适当 尺度 造 的 模型 . 地球仪 是 地 
球 或 月 亮 或 任何 行星 的 模型 .地球仪 并 不 是 地 球 的 精密 复制 品 ， 


而 是 近似 的 复制 品 , 它 能 很 好 地 展示 地 球 的 某 些 特征 . 它 是 近似 
的 是 因为 它 是 完美 的 圆 球 ,而 地 球 并 不 是 .此 外 , 它 是 在 如 此 之 
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小 的 尺度 上 建造 ,以 致 我 们 最 大 的 城市 看 来 不 过 是 小 点 .但 是 ， 


在 我 们 这 个 空间 时 代 成 长 的 每 个 孩子 都 明白 地 球 仪 是 地 球 的 一 
个 模型 .大 多 数 模型 都 在 一 定 意义 下 是 近似 的 ,也 就 是 它 忽 略 掉 
某 些 细节 ,为 的 是 更 生动 地 表现 出 关键 的 特性 .建造 一 个 模型 首 
先 需要 做 出 选择 :要 突出 什么 特性 ,这 一 点 值得 在 课堂 上 加 以 讨 
iÈ. 


地 Æ 


关于 形状 和 图 象 之 间 关 系 的 有 趣 的 问题 ， 比 如 说 ， 就 出 现 
在 研究 地 图 的 过 程 中 . 为 什么 我 们 既 用 地 球 仪 也 用 平面 图 ? 答 
案 很 简单 ， 它 们 用 于 不 同 的 目的 ,虽然 地 球 仪 和 平面 地 图 表示 
同样 的 东西 ， 也 就 是 地 球 ， 但 它们 以 十 分 不 同 的 方式 显示 它 的 
性 质 . 

平面 图 可 以 非常 好 地 表示 地 球 上 的 小 区 域 ,因为 球面 上 的 
一 部 分 可 以 很 好 地 被 平面 逼近 .但 当 你 试图 增 大 地 图 所 表示 的 
区 域 的 面积 ,这 种 表示 就 变 得 越 来 越 差 .地 球 仪 和 平面 图 的 关系 
很 快 导致 非常 基本 的 几何 问题 ,你 不 能 把 一 张 纸 折 起 来 ,造成 一 
个 球面 ,因此 ,要 画 出 平面 图 ,你 必须 以 某 种 方式 把 地 球 仪 做 投 
E. 地球 绘制 者 使 用 几 种 不 同 的 投影 方法 (图 22), 从 而 地 球 的 
地 图 是 球面 的 一 个 近似 .而 当 绘 制 的 地 球 的 那 部 分 增 大 时 ,这 种 
近似 也 变 得 越 来 越 差 .每 一 个 平面 地 图 必定 使 角度 或 面积 ,或 两 
者 都 发 生 扭曲 .正如 数学 家 考虑 更 一 般 的 一 类 地 图 ,每 位 地 图 给 
制 者 必须 决定 ,对 于 特殊 的 目标 来 讲 , 要 表示 的 那些 特点 是 最 重 
要 的 .从 而 达到 析 中 的 方案 . 
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阴影 可 能 是 最 常见 的 图 象 ,但 是 它 非常 精妙 ,因为 它 使 轮 廊 
和 大 小 都 发 生变 形 .有趣 的 问题 是 ,确定 哪 种 变形 能 够 出 现 , 为 
什么 ? 
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= 具有 两 条 标准 
PRAEH SAREE 与 地 球 仪 交 
蕉 的 方位 投影 


图 22 地 球 绘制 者 用 不 同 的 球面 投影 法 来 绘制 羊 面 地 图 ,投影 方法 的 选 
取决 定 地 图 的 许多 特点 . [162] 
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小 孩 观察 他 们 自己 的 阴影 就 能 学 到 很 多 .你 要 造 出 阴影 就 
必须 有 光源 (如 果 你 在 户外 ,光源 就 是 太阳 ) ,一 个 对 象 { 你 ) 和 一 
个 屏幕 (地 面 或 墙 ) .阴影 就 是 你 在 屏幕 土 的 投影 ,而 投影 的 形象 
依赖 于 光源 .对象 和 屏幕 的 位 置 .年 纪 大 的 学 生 能 够 进行 实验 ， 
改变 光源 屏幕 以 及 阻挡 光线 产生 阴影 的 对 象 的 位 置 .由 此 ,他 们 
[163] 就 能 够 发 现 , 在 这 种 投影 之 下 ,哪些 形状 的 性 质保 持 不 变 ,哪些 
性 质 失去 .例如 ,所 有 圆锥 曲线 都 可 以 实现 为 圆 的 投射 阴影 (图 
23). 


A ”通过 把 贺 投 在 不 同位 置 的 屏幕 上 ,显示 出 加 . 椭 回 和 抛物 线 的 阴 
影 . 


在 更 高 级 的 水 平 上 ,我们 可 以 把 阴影 看 成 图 象 , 其 中 只 有 图 
象 的 轮廓 得 到 保持 ,从 这 个 观点 来 看 ,地 图 和 墙 上 的 衣 影 的 主要 
差别 只 是 映照 对 象 不 同 而 已 . 

透镜 也 使 形状 变形 ,但 是 变形 结果 更 能 预测 .眼镜 ,幻灯 、 望 
远 镜 .显微镜 和 了 照相 机 ,只 是 使 透镜 进 人 我 们 生活 的 少数 工具 . 
实际 上 ,我 们 眼睛 中 的 透镜 是 我 们 获得 视觉 形象 的 唯一 通路 , 对 


透镜 的 学 习 涉 及 许多 几何 学 原理 ,它们 可 以 从 幼稚 圆 到 高 中 万 
至 高 等 教育 中 各 个 水 平 上 进行 教学 . 


给 图 


每 一 时 代 , 每 种 文化 的 艺术 家 都 为 了 解决 把 3 维 形状 表现 
在 2 维 表 面 的 问题 而 斗争 ,在 许多 情况 下 ,他 们 得 到 的 解决 办 法 
都 和 地 图 绘制 者 一 样 .例如 图 24 中 ,艺术 家 实际 上 是 画 他 眼前 
看 到 的 形体 的 图 .他 用 的 装置 很 容易 做 出 ,也 能 用 在 教室 里 产生 
好 的 效果 -透视 绘画 是 制图 的 另 一 个 例子 . 


图 24 阿尔 布 莱 希 特 * 丢 勒 (Albrecht Direr)} 速 写 , 其 中 一 位 艺术 家 绘制 他 
眼前 看 到 的 形体 的 图 . 


Kamer O% amen? 

图 25 ”美国 数学 会 协会 的 20 面 体 标识 : 老 的 标志 绘制 得 很 莽 , 新 的 标志 是 
准确 的 ,这 个 错误 经 历 多 年 未 补 发 现 ,你 能 知道 哪个 是 错 的 ,哪个 
是 对 的 吗 ?提示 :在 画 3 维 图 形 在 平面 上 的 投影 图 时 ,平行 线 应 
该 保持 平行 或 者 交会 于 单一 一 点 .) 


图 326 RER M CRER, ENES 维 景象 表现 在 2 维 的 纸 上 的 精妙 
之 处 握 供 一 个 视觉 的 注 丢 . 


照相 机 普及 之 前 ,绘图 广泛 地 用 于 教学 .现在 很 少 人 知道 如 

何 精确 地 绘图 ,结果 他 们 不 再 像 过 去 那样 仔细 地 观察 事物 , 几 年 

[164] 之 前 , 布 兰 科 :格林 鲍 姆 发 现 ,出 现在 美国 数学 协会 所 有 上 出 版 物 
上 的 20 面体 标识 画 得 不 精确 ,从 而 引起 (或 应 该 引起 ) 很 尴 坎 的 
局 面 (图 25) ,尽管 成 千 位 数学 家 经 常 看 到 它 , 这 个 误差 经 过 多 

年 并 没有 被 发 现 .如 果 视 觉 文 讶 如 此 之 多 ,其 至 在 职业 数学 家 中 


也 是 如 此 ,子孙 后 代 就 有 真实 相信 他 们 生活 在 埃 舍 尔 式 的 不 可 
能 世界 的 风险 (图 26)1 
格林 鲍 姆 在 他 论述 关于 画 错 的 20 面 体 的 文章 中 还 举 出 他 收 
集 到 的 教科 书 中 画 得 很 差 的 图 形 的 一 些 例子 (图 27) , 爱 过 训练 
的 眼睛 只 要 春 一 下 就 是 俯 令 人 啼笑 和 蕴 非 .但 是 ,我 们 中 有 多少 人 
能 做 得 更 好 呢 ? 的 确 , 有 多 少数 学 教师 能 够 哪怕 画 一 个 像样 的 立 
方 体 ?要 是 作者 和 画图 的 艺术 家 更 熟悉 透视 和 和 投影 的 原理 和 实 
践 ,这 些 出 恬 想 必 不 会 产生 .多 年 来 ,技术 制图 妇 到 美术 课 或 工 
艺 美术 课程 中 去 教 , 而 事实 上 . 它 对 所 有 学 生 都 是 应 该 学 会 的 ， 1165] 


AR Be 
如 果 说 ,艺术 家 的 问题 在 于 把 3 维 的 形状 表现 在 平面 上 , 那 
么 观看 者 的 问题 就 是 认 出 图 象 要 表现 什么 形状 .到 画廊 参观 是 
图 象 重建 的 一 种 练习 .医生 在 审视 X 射 钱 片 以 及 室 间 科学 家 在 
解释 火星 表面 的 照片 时 ,他 们 的 任务 也 是 图 象 重建 . [166] 


图 27 一 - 些 丙 得 很 差 的 图 形 , 全 都 取 自 论述 几何 学 及 有 关 题材 的 出 版 车 
作 . 


绘画 、X 射线 片 以 及 照片 都 是 形状 的 图 象 ,它们 必须 能 够 

“ 倒 过 头 来 "看 .这 个 主题 与 可 视 化 问题 密切 相关 ,对 于 研究 形状 

极为 重要 ,但 是 它 还 没 整 理 好 以 在 学 校 中 应 用 .这 是 一 种 挑战 : 
— 19) 一 


[167] 


给 学 数学 的 学 生 提供 大 量 关 于 阴影 , 横 截 面 和 投影 的 材料 .除了 


现在 已 经 在 艺术 和 工艺 课 中 教 的 内 容 之 外 ,学 生还 必须 学 会 如 
何 判定 一 个 投影 图 是 否 画 得 对 ,也 就 是 是 否 一 个 图 的 确 是 3 维 
图 形 的 投影 .他 们 应 该 学 会 立体 视 法 以 及 为 什么 我 们 看 两 幅 立 
体 图 看 起 来 是 3 维 的 . 

他 们 还 应 该 学 会 从 3 维 图 形 的 2 维 表 示 学 会 推断 出 3 维 图 
形 的 对 称 性 和 拓扑 性 质 .对 于 错觉 和 “不 可 能 "图 形 进行 讨论 也 
能 学 到 许多 重要 的 洞察 力 .熟悉 多 面体 几何 性 质 的 学 生 能 够 学 
到 平面 图 的 表示 ,并 通过 重建 相应 的 3 维 图 形 来 考虑 他 们 的 能 
力 ， 


计算 机 图 形 学 


计算 机 并 不 是 真实 的 3 维 模型 的 代用 品 . 计 算 机 屏幕 上 的 图 
象 ,甚至 所 谓 3 维 (3D) 图 象 ,只 有 当 观 察 者 对 于 3 维 结构 具有 广泛 
的 . 先 有 的 经 验 时 才 有 意义 . 另 一 方面 ,计算 机 图 形 学 的 确 能 使 学 
生 着 迷 ,而 且 使 他 们 产生 对 形状 的 学 习 的 强烈 兴趣 .因此 ,好 的 软 
件 对 于 形状 的 学 习 是 无 价 之 宝 ,条 件 适 当时 应 当 使 用 .此 外 ,每 个 
人 都 应 该 知道 ,作为 计算 机 图 形 学 基础 的 几何 学 ,尤其 是 坐标 几 
何 学 ,只 有 这 样 才能 明知 地 、 有 选择 地 使 用 图 形 学 软件 包 . 

总 之 ,创造 图 每 以 及 依据 图 形 的 图 象 再 建 其 图 形 是 学 习 图 
形 的 中 心 课题 ,所 有 有 关 表 示 的 方方面面 都 可 以 在 映 象 概念 之 
下 加 以 系统 化 。 “真正 的 "地 图 只 是 其 中 一 个 例子 ,其 他 的 例子 
还 有 :阴影 .截面 ,从 透镜 看 到 的 像 ,通过 投影 产生 的 像 ,由 反射 
产生 的 像 以 及 绘图 艺术 家 和 摄影 艺术 家 表现 的 图 象 .通过 现代 
技术 , 极 大 的 , 极 小 的 以 及 以 前 隐藏 起 来 看 不 到 的 , 越 来 越 精 细 
的 图 象 已 经 变 得 可 以 看 见 ,理解 映 象 这 个 广泛 的 概念 也 变 成 越 
米 越 紧迫 的 需要 了 . 

映 象 基 当 代数 学 的 主要 课题 ， 因 为 它 提供 了 一 个 有 用 而 富 
有 启发 性 的 方法 来 组 织 形状 和 模式 (包括 极为 抽象 的 模式 ) 之 
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+ run mear ee ne 


MAA. 它 还 帮助 我 们 ， 使 我 们 的 分 类 系统 精密 化 ， 全 等 性 


和 相似 性 也 可 用 映 象 的 语言 来 描述 . 例如 图 3a 中 的 图 形 可 以 
通过 一 个 映 象 相互 变换 ， 它 保 其 组 合 结构 不 变 ; 图 3b 中 的 图 
形 被 此 相关 ， 固 为 它们 具有 相同 的 对 称 性 《它们 是 把 对 象 映 到 
AHRR) 的 集合 ; 图 3c 中 的 图 形 可 以 通过 连续 变形 的 映 
象 向 此 互 变 ， 


可 视 化 


可 视 化 是 一 个 广泛 的 主题 , 它 对 我 们 生活 的 许多 方面 都 有 
影响 , 它 在 全 部 数学 中 占有 中 心 的 重要 地 位 ,而 且 从 古 到 今 的 历 
史 中 一 直 如 此 . 随 着 计数 法 的 发 明 ,数学 产生 巨大 进步 ,而 这 无 
非 就 是 数 的 可 视 表 示 .解析 几何 学 的 发 展 肯定 是 近 几 百年 数学 
的 主要 成 就 之 一 , 它 使 得 我 们 把 可 视 的 数学 思想 和 形式 的 数学 
思想 结合 起 来 . 

显然 ,可视化 对 于 图 形 的 学 习 十 分 重要 ,但 它 对 整个 数学 也 
很 重要 .学 习 变化 ,我 们 需要 看 见 它 ; 学 习 数 据 ,我 们 要 考察 各 种 
图 象 表示 .我 们 试图 通过 画图 或 造 模型 来 抓 住 高 维 的 概念 ,其 至 
数 的 性 质 也 能 由 可 视 的 表示 来 说 明 , 这 也 就 是 数 直 线 的 用 处 .但 
是 ,我 们 直觉 上 知道 如 何 " 看 "并 不 比 我 们 直觉 上 知道 如 何 游泳 
更 条, 可视化 只 县 一 个 工具 ,必须 经 过 培养 训练 才能 细致 地 和 聪 
明 地 使 用 它 . 

也 许 重 述 一 下 伽利略 发 现 月 球 上 的 由 和 环形 山 的 非常 古老 
的 故事 是 有 用 的 .这 个 发 现 有 助 于 永远 改变 我 们 观看 宇宙 以 及 
我 们 在 其 中 地 位 的 方式 .艺术 史家 塞 绢 尔 . 埃 治 通 (Samuel 
Edqgertom) 解 释 说 ， 中 世纪 和 文艺 复兴 时 期 的 欧洲 人 遭 循 亚 里 士 
多 德 的 教导 ,相信 月 亮 是 一 个 完美 的 球体 ,这 不 仅 是 可 见 的 行星 
和 恒 妊 ,而 且 也 是 整个 宇宙 的 原始 形状 . 
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题 在 于 解释 其 表面 的 斑斑 点 点 ,只 如 哈里 与 所 说 的 “奇特 的 
斑纹 ” ,有些 古 代 权 威 把 斑点 解释 成 月 球 表面 像 一 面 巨 大 的 
镜子 , 它 反映 了 地 球 的 陆地 和 海洋 . 另 一 些 人 则 声称 月 球 由 
透明 物质 组 成 ,其 内 部 更 密 的 物质 放出 不 同 量 的 光 . 


舍利 略 找到 另 一 种 解释 :8 


我 的 观察 使 我 产生 这 样 的 意见 和 信念 , 即 月 球 表面 不 
是 像 许 多 哲学 家 所 相 入 的 月 亮 ( 和 其 他 天 体 ) 是 光滑 的 、 均 
匀 的 ,完满 的 球体 ,而 是 凹凸 不 平 的 ,粗糙 的 ,充满 孔洞 和 四 
起 ,这 很 像 由 山脉 和 深谷 所 衬托 的 地 球 表面 


托马斯 :哈里 奥 (Thomas Hariot) 是 位 英国 天 文学 家 ， 在 
履 利 略微 出 他 的 发 现 的 同时 ， 也 通过 望远镜 观察 月 球 . 不 过 了 哈 
BARMERA, “RMR” h@eRKARUKARS 
{图 28). 


B28 哈里 奥 和 捧 利 略 绘制 的 月 球 表 面 草图 . 


哈里 奥 和 人 稀 利 略 用 差不多 的 望远镜 看 同样 对 象 ,怎么 会 没 
有 “看 "到 同一 东西 ? 的 确 , 佑 利 略 更 月 天才, 但 只 有 这 个 事实 并 
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不 说 明 问 题 . 艾 治 天 提 出 一 个 更 可 信 的 理由 : 伽 利 略 是 有 训练 
的 艺术 家 , 精 于 使 用 透视 和 明暗 对 照 法 以 及 描绘 光 和 影 .因此 ， 
“ 伤 利 上 略 的 确 具有 正确 的 理论 框架 来 解 月 亮 的 “奇怪 的 斑纹 ' 之 
谜 .他 不 像 哈 里 奥 , 他 使 他 的 望远镜 加 上 一 份 特殊 的 “观看 者 的 
份额 '(E*H: 网 布 里 奇 会 这 么 说 ) ,也 就 是 一 种 受过 训练 的 眼光 
去 “看 到 "由 太阳 的 掠 射 光照 亮 的 月 亮 的 不 光滑 的 球 .” [169] 
埃 治 顿 继续 写 道 ;伽利略 用 望远镜 的 发 现 打开 各 地 欧洲 人 
的 眼界 . “正如 哈里 奥 的 笔记 本 所 表明 的 ,“ 甚 鞋 哈 里 奥 一 旦 觉 查 
到 佛罗伦萨 人 的 观察 ,他 也 “看 到 "有 阴影 的 环形 山 .” 
今天 我 们 观看 月 亮 时 也 会 看 到 出 与 谷 . 但 是 ,假如 我 们 还 不 
知道 我 们 设想 看 到 前 东西 ,我 们 是 否 会 看 到 它们 ? 如 果 我 们 观 
察 由 现代 技术 提供 给 我 们 的 图 象 ,我 们 又 能 从 中 “看 到 "什么 ? 
受过 训练 的 “观看 者 的 份额 "现在 也 同属 利 略 的 时 代 一 样 重要 ， 


29 1988 年 第 一 次 使 芋 环 在 原子 尺度 上 可 以 看 见 , 这 个 像 由 扫描 隧道 
TRAER. SET UE AY BR BR BE RY Be TE OR T 
原子 的 原子 对 的 电子 的 三 角 图 案 . 
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WH ye eH «FEA (Hans Christian von Baeyer) 在 最 近 一 
期 4 科学》 中 写 道 ,“ 不 管 是 通过 电子 显微镜 观察 病毒 ,还 是 用 射 
电 望 远 镜 探索 遥远 的 星系 ,或 者 用 超声 方法 观察 子 官 中 的 胎儿 ， 
在 原始 数据 被 翻译 成 一 个 图 人 象 之 前 , 必须 做 出 理论 上 的 假 
冯 " 拜 尔 进 一 步 指出 这 种 翻译 必须 用 受过 训练 的 眼睛 以 及 
计算 机 的 内 部 装置 进行 .一 个 所 说 的 例子 是 在 1988 年 首次 产生 
的 六 角形 茶 环 头 一 个 原子 尺度 的 像 (图 29). 你 能 看 到 六 边 形 
吗 ? 或 者 你 能 看 到 一 些 大 块 炸 面 图 ? 还 是 球面 三 角形 ? 科学 家 
能 够 发 现 六 边 形 结构 的 三 角形 迹象 ,因为 他 们 已 经 知道 苯 的 结 
构 就 是 那样 ， 

便道 夫 : 阿 恩 海 姆 (Rudolf Amheim) 在 他 的 有 贴切 书 名 的 

[170] 《可 视 思维 一 书 中 强调 科学 中 可 袖 化 的 重要 性 . 


一 方面 在 科学 与 技术 领域 中 缺少 视觉 训练 ， 另 一 方 
面 ， 艺 术 家 元 视 甚至 看 不 上 这 样 一 个 美好 和 生气 勃勃 的 任 
务 ， 即 使 事实 的 世界 对 于 探索 的 心灵 变 得 可 视 ， MEW 
名， 这 使 我 认为 这 是 我 们 文明 更 严重 的 痢 症 ， 甚 至 比 C， 
PME (Snow) 多 年 前 引起 公众 援 大 注意 的 “文化 分 裂 ” 
园 为 危险 .斯 诺 抱 杷 科学 家 不 谈 好 的 文学 作品 而 作 察 对 科 
E-HFR. 情形 也 许 的 确 如 此 ， 但 是 这 种 抱 泡 只 停留 在 
表面 现象 上 上 ……* .斯 诺 提出 的 科学 和 艺术 的 “冲突 点 ” 
“应 该 产生 创造 性 的 机 会 ， 俱 乎 无 视 科学 与 艺术 的 基本 血 
RRR. 


正如 人 人 都 谈天 气 一 样 ,人 人 都 谈 可 视 化 ,但 是 没什么 人 干 
过 多 少 事 .可视化 不 是 简单 的 事 , 它 是 一 个 深奥 的 课题 ,严格 讲 
属于 生理 学 和 心理 学 领域 ,仍然 没有 得 到 很 好 的 理解 .然而 ,不 
难 把 形状 的 教学 作为 开发 可 视 化 能 力 的 重要 的 第 一 步 .教学 生 


人 Ht i 


可 视 化 的 最 简单 的 方法 是 给 他 们 提供 丰富 的 背景 知识 ,从 许多 


种 形状 中 获得 亲身 实践 的 经 验 . 认 真 地 学 习 图 象 重建 也 是 在 正 
确 方向 上 和 迈 出 的 重要 一 步 . 
课程 问题 

学 生 应 该 学 会 认识 形状 的 模式 ,理解 支配 构造 模式 的 原理 ， 
能 够 在 形状 和 它们 的 形象 之 间 轻 易 地 来 回 运动 .虽然 对 于 形状 
的 学 习 似 乎 落 信 传统 课程 的 裂缝 当中 ,但 全 国 数学 教师 委员 会 
新 出 版 的 4 学 校 数 学 的 课程 和 评定 标准 反映 出 来 涌现 出 来 的 一 
致意 见 一 这 种 局 了 面 必 须 有 所 改进 ， 

对 形状 的 学 习 必 须 超出 它 的 每 一 部 分 的 总 和 ,对 于 形状 的 
整体 观点 能 帮助 我 们 着 重 指出 整个 主题 ,图 30 中 阐明 一 个 可 能 
的 教学 方法 . 


形状 的 结构 
初级 中 级 高 级 
平面 和 多边形 SHPSUBPED HRA ASM; 
多 边 形 环 面 ; 莫 比 乌 斯 带 
多 面体 多 面体 多 面体 
BHRR 用 多 边 形 铺 磺 平面 网 RSA E 
格 晶体 结构 
全 等 性 ;相似 性 
FE SL KLR SS RE 
= 5} # == 
初级 中 级 高 级 
RR IT AR REF IE SRE 
He AR 
2# 有 限 图 形 的 对 称 性 作为 组 织 原理 的 对 称 


性 变 撞 几何 学 
折纸 ;图案 训 分 :智力 难题 
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$ 


相似 性 重复 砖 块 ; 分 形 
自然 办 的 模式 

构造 和 解构 多 面体 正 多 面体 和 半 正 多 面 
体 

直线 “体积 测量 角度 测量 

做 拼接 被 和 马赛 克 Sk Po 
= RRA RE = 

建造 模型 建造 模型 

制图 ,看 图 使 用 简单 ek ee 

BR 
HER AR 

阴影 阴影 几何 学 

* 透视 制图 

HAREE 望远镜 和 显微镜 
平面 坐标 

乌龟 几何 学 用 计算 机 探索 几何 学 


探索 分 析 
生物 学 中 的 尺度 
多 面体 的 欧 拉 公 式 


平面 和 3 维 儿 何 学 基 
a 


格子 ,初等 铺 蛮 理论 


建造 模型 
3 维 形 状 的 横 截 画 结 
+4 


RB Li Es RB; 
& 

ee ee ee T 
可 能 图 形 
工程 制图 ;立体 视 镜 
ILS ; RAL 
3 BEE 

更 多 的 计算 机 图 形 学 


图 30 与 形状 有 关 的 主题 体系 , 它 旺 示 出 结构 和 连贯 性 , 否则 的 话 就 像 任 
意 一 组 完全 不 相干 的 主题 . 


建立 联系 


对 形状 进行 全 面 思考 给 我 们 提供 一 个 机 会 ,使 我 们 在 形状 
的 学 习 各 形状 在 现实 世界 中 的 作用 之 则 建立 起 实质 性 的 联系 . 
我 们 能 认真 对 待 阿 是 海 姆 整合 艺术 与 科学 的 主张 ,我 们 也 能 消 
灭 当代 技术 的 神秘 感 .电子 显微镜 .射电 望远镜 以 及 超声 的 原理 
并 没有 完全 落 在 KK - 12 课程 范围 之 外 .如 果 我 们 乐意 的 话 , 高 
中 学 生 也 能 学 习 必要 的 基础 ,使 他 们 能 够 理解 这 些 以 及 其 他 现 
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代 成 像 控 术 的 作用 . 

实际 上 ,学生 集中 学 习 形状 使 得 他 们 能 够 比 通 常设 想 的 更 
为 容易 理解 现代 技术 的 许多 方面 .这 里 有 三 个 重要 的 形状 的 例 
子 , 它 们 的 关键 特点 是 能 够 在 我 们 的 学 校 中 进行 教学 . 

GH ,就 在 最 近 一 二 十 年 , 它 改 变 了 工业 化 世界 的 面貌 ， 
必 片 基建 立 在 一 种 结构 的 基础 上 , 它 是 难以 置信 的 微型 电路 的 
载体 .虽然 电路 本 身 很 复杂 ,但 是 安置 它们 的 硅 的 晶体 结构 是 一 
种 非常 简单 的 分 子 结构 . 

例如 , 蝇 体 硅 由 由 互联 结 的 锯齿 状 六 边 形 环 构成 (图 31)， 
容易 建造 出 它 的 模型 , 而 且 它 对 学 习 很 有 启发 性 .在 硅 的 结构 
中 ,六 边 形 环 彼此 连 屡 形成 第 状 多 面体 ,小 学 生 也 能 学 会 建造 它 
并 认 出 它 的 子 结 构 . 切 中 学 生 能 学 会 把 这 些 子 结 构 集合 在 一 起 ， 
高 中 学 生 能 学 习 硅 的 结构 与 使 它 如 此 有 用 的 性 质 之 间 的 关系 . 
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BS) 晶体 奎 的 结构 . 它 计 全 市 全 十 拆 的 六 边 形 罗 成 ,这 也 是 金刚 石 的 结 
H REIH PERTE). 
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[173] 


计算 机 辅助 成 像 CAT 扫描 以 及 其 他 形式 的 计算 机 辅助 图 
象 重 建 使 得 近年 来 医学 诊断 发 生 革 命 性 的 变化 .如 果 说 通过 XX 
射线 诊断 是 观察 阴影 的 实习 ,那么 通过 CAT 扫描 进行 诊断 则 是 
由 其 截面 来 重建 图 象 的 实习 ,正如 硅 片 上 的 线路 一 样 ,在 这 种 技 
术 中 所 使 用 的 图 象 重建 是 一 个 复杂 的 操作 过 程 , 但 是 它 所 根据 
的 最 简单 的 几何 党 原理 却 是 很 容易 懂 的 . 
这 里 我 们 再 次 发 现 , 同 样 的 几何 学 原理 在 许多 领域 中 都 处 
于 中 心 的 地 位 .例如 从 截面 和 阴影 建造 原来 形状 已 经 是 几 个 世 
经 以 来 建筑 师 和 施工 者 的 任务 .虽然 把 CAT 扫描 机 或 者 建筑 工 
地 搬 到 教室 来 并 不 可 行 ,但 是 适用 于 学 校 的 许多 计划 可 以 帮助 
学 生理 解 阴 影 或 截面 与 形状 之 间 的 关系 . 
雪花 ,特别 是 羽毛 状 的 雪花 , 令 人 迷醉 .孩子 们 常常 在 学 校 
学 做 纸 雪 花 ,这 种 练习 能 很 容易 进一步 扩大 成 对 雪花 的 对 称 性 
的 学 习 . 雪 花 的 六 边 形 对 称 性 提供 了 多 边 形 对 称 性 的 导 引 , 它 是 
小 学 课堂 中 的 理想 课题 . 
但 是 雪花 还 能 教会 我 们 更 多 东西 ,首先 ,雪花 看 起 来 像 我 们 
在 万 花 简 中 可 能 看 到 的 模式 ,而 且 的 确 如 此 ,这 就 提示 我 们 去 研 
究 万 花 简 . 它 正如 我 们 以 前 见 到 的 是 镜面 几何 学 原理 的 应 用 .这 
些 反射 原理 同样 也 是 现代 技术 的 基础 :我 们 只 亚 想 一 下 防盗 报 
警 器 和 激光 中 或 者 雷达 和 声 纳 中 的 反射 线 就 够 了 .中 学 学 生 能 
驶 很 容易 理解 并 认 出 这 种 应 用 .在 高 中 水 平 可 以 探索 由 于 水 分 
子 的 聚集 出 现 六 边 形 的 对 称 性 以 及 品 体 中 的 树枝 状 生长 或 分 
x. 
雪花 的 分 支 也 像 它 的 对 称 性 一 样 是 它 的 特征 ,而 且 在 研究 
形状 时 ,分 支 也 同样 具有 意义 .首先 ,雪花 各 角 顶 从 六 边 形 的 “ 核 
心 萌发 出 来 .其 次 ,这 些 分 支 本 身 又 萌发 分 支 ,分 支 的 分 支 再 分 
支 ,如 此 下 去 (图 32) .结果 形成 一 个 结构 ,其 中 每 一 个 特征 一 一 
分 支 一 一 在 越 来 越 小 的 尺度 上 不 断 重复 .如 果 这 个 过 程 无 限制 
地 重复 下 去 ,结果 就 形成 自 相似 的 结构 .实际 上 ,在 雪花 发 展 的 


32 “分支 的 委 花 揭示 出 冰晶 体 常见 的 六 角形 对 称 , 它 在 每 尺度 上 像 分 
形 一 样 重复 ， 


早期 阶段 就 是 一 个 分 形 . 
na 学 


从 小 学 到 研究 生 院 各 级 的 数学 教育 中 ,几何 学 的 作用 是 反 
复 不 断 地 争论 课题 .多 年 以 来 ,几何 学 一 直 是 数学 课程 中 难处 理 
的 问题 .看 一 下 全 国 数学 教师 委员 会 的 1987 年 年 报 《 几 何 学 的 
教 与 学 ) ,就 可 以 提出 许多 有 关 问 题 中 的 某 些 问题 , 几何 学 带 
来 的 问题 部 分 是 由 于 对 “什么 是 几何 学 "以 及 “为 什么 我 们 应 该 
学 几何 学 "缺乏 一 致意 见 .我 们 学 习 几 何 学 是 为 了 学 会 受过 训练 
的 思维 吗 ? 还 是 为 其 他 学 科 做 准备 ?还 是 因为 这 学 科 本 上 身 具有 
重要 的 内 容 ? 

大 多 数 高 中 几何 学 教科 书 的 确 指出 在 自然 界 ,在 科学 和 技 
术 领 域 以 及 在 艺术 中 几何 形式 的 例子 ,尽管 对 这 些 联系 几乎 没 


— 201 一 


[174] 


[175] 


有 做 出 任何 稍微 深 人 的 探讨 .方法 和 内 容 的 综合 通常 并 不 成 功 . 


我 们 的 几何 学 谋 程 是 在 许多 重要 但 是 极为 不 同 的 目标 之 间 达 到 
困难 的 妥协 的 结果 .这 些 目标 包括 ,教导 演绎 推理 ,证 明 欧 几 里 
得 的 定理 ,引进 问题 的 解法 ,教导 可 视 化 以 及 给 学 生 将 来 上 微 积 
分 课 做 准备 .不断 的 争论 表明 ,在 当前 情况 下 ,这 些 目标 没有 一 
个 得 到 很 好 的 满足 . 

在 几乎 所 有 争论 中 ,维护 几何 学 教学 的 根据 是 , 它 满足 外 部 
的 需要 而 不 是 学 科 本 身 有 什么 重要 性 .例如 ,最 近 论 相 科 性 的 一 
篇 论文 "中 ,通过 下 面 的 理由 论证 相似 性 教学 的 合理 性 ; 


在 学 被 的 许多 课程 中 都 包括 相似 性 的 思想 .有理数 概 
您 的 一 些 模型 是 基于 相 羽 性 ; 因此 ， 学 生 学 有 理 数 的 困难 
部 分 可 能 来 自 相似 性 概念 的 问题 . 至 少 从 七 年 级 起 ， 比 和 
比例 就 是 学 核 课程 的 一 部 分 ， 它 们 给 学 生 带 来 很 多 困难 . 
标准 化 测验 中 包含 许多 有 关 比 例 的 文字 题 ， 用 口语 表达 
(atb=e:d) 构成 许多 管 力 测验 的 一 部 分 ， 祖 似 的 几何 形 
仆 乎 给 其 他 类 型 的 比例 类 比 的 情况 提供 了 一 个 有 帮助 的 直 
观 形象 . 


所 有 这 些 理由 都 正确 ,但 是 其 中 忽 路 了 重要 一 点 : 教 相似 性 的 主 
要 理由 肯定 应 该 是 , 它 在 理解 形状 方面 具有 深刻 的 重要 性 . 

同时 ,在 课堂 之 外 ,计算 机 革命 正 迅 速 改变 着 我 们 所 生活 的 
世界 .这些 变 化 对 课程 提出 新 的 要 求 ,这 些 要 求 现在 正 开 始 在 学 
校 中 听 到 .在 学 习 形 状 和 形式 方面 的 革命 使 得 我 们 可 能 通过 计 
算 机 提出 :我 们 所 需要 的 不 是 只 对 开 何 学 寻求 一 个 更 好 的 妥协 ， 
而 是 一 个 全 新 而 且 连 贯 系统 的 数学 课程 , 它 把 形状 纳 人 整个 学 
习 过 程 当 中 

欧 几 里 得 留 下 来 还 是 滚 蛋 ? 这 不 是 个 有 用 的 问题 .我们 需 
要 换 一 种 问 法 :我 们 想 让 我 们 的 学 生 知 道 什么 以 及 为 什么 BIL 
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里 得 使 我 们 认识 到 ,对 于 形状 的 细致 的 推理 要 求 精 心 的 陈述 定 
义 和 假 证, 以 及 非常 仔细 的 论证 .为 了 能 分 析 形 状 ,学 生 必 须知 
道 如 何 去 测 量 长 度 .面积 和 体积 以 及 平面 前 和 二 面 佣 ,他们 需 : 
知道 平行 线 和 垂直 线 的 性 质 ,关于 角 的 基本 定理 以 及 图 形 的 基 
本 性质 .此 外 ,他 们 需要 知道 ,如何 用 直 尺 圆规 做 出 标准 的 图 形 ， 
例如 等 边 三 角形 .正六 边 形 以 及 正方 形 ， 

因此 ,对 形状 的 党 习 与 传统 的 几何 党 课程 大 所 重 秋 ,但 是 它 
不 能 从 属于 它 , 以 成 为 一 个 简单 的 组 成 部 分 或 者 课外 活动 ,今天 
学 生 们 必须 理解 的 形状 以 及 他 们 能 够 用 形状 来 处 理 的 事物 实在 
是 太 多 太 多 ,以 致 无 法 用 一 个 课题 来 完 爹 概括 .此 外 ,在 重点 和 
目标 上 也 存在 相当 大 的 差别 . 

传统 几何 党 不 只 教 给 我 们 古典 文明 的 历史 根源 , 它 在 学 校 
中 的 作用 在 某 些 方面 类 似 于 古典 语言 对 现代 语言 的 课程 争论 . 
学 拉丁 语 和 希腊 语 的 学 生 学 会 严密 的 思想 以 及 一 些 重要 的 历史 
知识 ,还 获得 了 学 习 许 多 现代 语言 ,包括 我 们 自己 语言 的 基础 . 
另 一 方面 ,现代 语言 不 那么 严密 ,然而 讲 起 来 更 流利 ,它们 是 人 
们 在 日 常生 活 中 真正 使 用 的 .活生生 的 .灵活 的 语言 .最 理想 的 
是 ,学 生 应 该 既 学 会 志 典 语言 又 学 会 现代 语言 ,虽然 只 有 少数 人 
有 时 间或 机 会 都 去 学 习 . 一 个 简易 的 拉 了 语 课程 ,虽然 用 同一 语 
族 的 意大利 语 .西班牙 语 或 法 语 的 字 使 之 生动 活 泌 , 但 也 不 是 解 
决 问题 的 方法 

古典 欧 氏 几何 也 具有 拉丁 语 和 希腊 语 的 所 有 优点 .经 历 2000 
多 年 之 后 , 欧 几 里 得 的 4 几何 原本 》 不 仅 作为 几何 学 的 基石 ,而 生 
还 是 数学 思维 的 典范 .从 公理 出 发 的 演绎 推理 十 分 富有 成 果 .不 
仅 对 于 数学 ,对 于 科学 和 哲学 来 说 也 是 如 此 .例如 , 正 是 由 于 欧元 
里 得 公理 ,而 不 是 对 现实 世界 的 观察 所 提出 来 的 问题 ,导致 非 欧 
几何 学 的 发 现 , 它 后 来 成 为 研究 宇宙 大 尺度 结构 的 基本 工具 . 古 
上 典 几何 学 没有 失掉 其 价值 ,但 是 其 他 的 需要 要 求 我 们 ,也 要 把 相 
当 于 现代 语言 课程 的 近代 数学 内 容 引 进 我 们 的 课程 . 
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形 的 学 习 


形状 是 一 个 横 跨 数学 和 科学 许多 部 分 的 主题 ， 它 提供 大 量 
(176) 的 、 各 种 各 样 的 可 能 性 使 我 们 能 进行 富有 想象 力 和 探索 性 的 教 
育 一 一 从 建造 模型 到 使 用 计算 机 ， 从 观察 到 实验 ， 从 操作 到 计 
算 . 形状 有 非凡 的 潜力 使 我 们 能 多 方面 地 提高 数学 教学 的 质 
量 . 


形 的 学 习 是 跨 学 笠 的 ”正如 我 们 已 经 注意 到 的 , 形 在 其 中 
起 作用 的 许字 学 科 通 常 并 不 看 成 是 在 狭窄 或 局 限 意 义 下 的 数 
学 .例如 ,关于 大 小 和 尺度 的 问题 并 不 是 完全 属于 数学 .由 它们 
导致 的 各 种 问题 使 我 们 得 上 图 书馆 或 找 其 他 系 的 局 事 . 例 如 , 巨 
人 能 否 存 在 ? 人 是 否 能 够 小 得 像 耗子 ?我们 的 神话 表明 这 些 问 
题 比 我 们 有 记录 的 历史 还 要 古老 ,答案 不 是 相似 性 的 直接 应 用 . 
假如 巨人 的 腿 与 我 们 的 腾 精 确 相似 ,那么 巨人 就 无 法 用 他 的 乃 
来 支撑 ,而且 骨骼 质量 必须 不 成 比例 地 增 大 ,这 种 复杂 性 比 起 一 
个 简单 答案 来 ,使 得 我 们 对 生物 尺度 的 研究 更 为 着 迷 . 

透视 是 在 艺术 课 上 学 的 ,几何 光学 是 物理 学 的 一 个 分 支 ; 相 
似 性 和 其 他 变换 是 生物 学 中 心 概念 ;化 学 家 用 多 边 形 和 多 面体 
建造 分 子 结构 的 模型 .甚至 在 数学 之 内 , 形 也 是 跨 学 科 的 : 它 要 
求 视 常 的 和 计算 的 技能 ,逻辑 的 思维 以 及 许多 其 他 工具 .以 一 种 
系统 的 .有 意义 的 方法 进行 形 的 教学 能 够 激发 许多 学 科 的 教师 
密切 合作 . 

对 形 的 学 习 提 出 横 跨 几 个 课题 的 计划 .例如 相似 性 的 学 习 
能 够 很 好 地 由 透镜 的 学 习 所 补充 ,而 关于 透镜 的 学 习 要 求 对 移 
理学 进行 一 次 涉猎 .甚至 于 许多 几何 光学 定律 所 冠 的 人 名 (例如 
费 尔 马 原理 ) 也 囊 以 证 明 , 现 在 学 科 的 界限 并 非 总 是 那么 分 明 . 
这 只 是 因为 我 们 到 处 都 发 现 同 样 的 形状 .我们 必须 在 许多 不 疝 
的 学 科 背 景 之 下 ,把 它 作为 数学 的 一 部 分 来 学 习 . 


形 的 学 习 是 实验 室 的 课题 ”不管 是 孩子 还 是 成 人 ,我 们 都 
通过 建造 形体 和 研究 模型 来 学 习 形 (图 33) .下 如 古 谚 所 讲 :“ 昕 
过 就 忘 ,看 到 才 记 得 ,只 有 做 才能 明白 .” 

假如 我 们 希望 建造 一 个 形体 立方体. 房屋 模型 ' 有 尖 的 星 
形 多 面体 ) ,我 们 必须 能 够 截 出 大 小 确定 的 部 件 并 把 它们 集 装 起 
来 .这 就 是 基础 几何 学 (角度 ,平行 线 等 等 ) 仍 然 是 不 可 或 缺 的 理 (177) 
由 之 一 .从 这 个 非常 具体 的 意义 下 来 讲 , 建 造 模型 是 把 理论 和 实 
践 统一 的 最 好 办 法 . 


ect al 
图 33 著名 的 几何 学 家 HS'M' 考 克 斯 特 正 研 充 一 个 模型 , 考 克 斯 特 把 一 
生 献 给 发 现形 体 中 的 模式 的 事业 


亲自 参加 的 实验 是 必 不 可 少 的 .例如 我 们 亲手 制 做 一 个 立 


— 205 一 


[178] 


方 体 ,我 们 就 对 它 的 度量 性 质 组合 性 质 .稳定 性 质 比 只 看 一 下 


要 获得 远 远 多 的 洞察 力 .如果 我 们 不 用 正方 形 硬 纸板 来 造 立 方 
体 ,而 是 用 塑料 管 插 在 果 浆 软 糖 上 ,这 个 立方 体 就 括 播 昂昂 ,这 
个 立方 体 虽然 不 太 淋 亮 , 但 是 这 个 所 摇晃 网 的 立方 体 并 不 是 一 
个 “ 坏 "模型 .正好 相反 , 它 是 一 个 有 用 的 模型 ,因为 它 教导 我 们 
许多 关于 刚性 和 可 壮 曲 性 的 许多 性 质 , 它 还 教导 我 们 一 些 可 由 
立方 体 变换 成 的 图 形 的 性 质 , 这 些 图 形 仍然 保持 着 立方 体 的 组 
合 结构 . 

似乎 每 个 人 都 同意 模型 和 “手工 操作 "是 课堂 中 的 有 价值 的 
工具 .但 是 ,我 们 常常 昕 到 这 样 的 悲叹 ,* 只 要 模型 引进 得 足够 
早 ,我 们 就 不 会 以 后 非得 使 用 它们 ” .这 种 可 叹 的 态度 暗藏 着 两 
个 隐 含 的 ,但 基 极 为 不 确切 的 假设 .第 一 个 是 , 粗 陋 形态 的 形状 
是 我 们 从 模型 中 学 到 的 主要 东西 , 它 完全 可 以 在 小 学 学 习 .假如 
你 看 到 一 个 立方 体 (一 次 ), 你 就 对 它们 全 都 明白 了 ,这 当然 很 藻 
唐 ; 哪 怕 一 个 不 怎么 好 的 立方 体 模型 ,也 在 学 习 体 积 、 全 等 .对 称 
性 和 尺度 结构 上 起 着 关键 的 作用 . | 

第 二 个 假定 是 用 模型 学 习 的 主要 目的 是 发 展 我 们 抽象 思维 
的 能 力 , 这 里 模型 起 着 自行 车 上 后 轮 的 作用 .我 们 肯定 希望 我 们 
的 学 生理 解 这 个 意思 :一 个 特殊 的 立方 体 代表 立方 体 的 一 般 要 
念 ,但 是 ,一 旦 明白 了 这 点 ,我 们 大 多 数 仍然 还 能 从 真实 模型 中 
学 到 很 多 东西 ， 

理想 地 讲 , 形 应 该 在 实验 室 的 背景 中 来 教 ,至 少 每 所 学 校 也 
应 该 有 一 个 实验 室 ,使 学 生 能 在 其 中 探索 形体 .形体 实验 室 应 该 
包括 工作 台 , 绘 图 和 制作 装置 ,许多 种 的 3 维 模型 , 制 做 模型 的 
材料 以 及 演示 它们 的 地 方 .如 果 可 能 的 话 ,实验 窜 还 应 该 包括 具 
有 绘图 功能 的 计算 机 .应 该 用 工作 手册 ,设计 材料 以 及 互动 的 计 
算 机 图 形 学 程序 来 补充 教科 书 的 不 是 . 


形 的 学 习 是 为 每 个 人 的 ” 常 昕 人 讲 , 形 的 学 习 对 学 习 很 慢 


的 人 是 理想 的 .的确 对 于 公理 的 抽象 感到 困难 的 学 生 会 感到 能 


亲自 动手 的 .面向 解决 问题 的 图 形 课程 不 那么 困难 ,也 里 加 有 意 
文 .这 个 误解 来 自 另 -个 方面 的 错误 一 一 人 们 普遍 认为 更 高 级 
的 学 生 没 有 必要 研究 形 . 
证 明 这 种 信念 有 多 轧 剖 的 例子 ， 我们 不 用 看 远 的 ， 只 要 看 
二 曲 近 《纽约 时 报 》 在 头 版 的 一 篇 文章 的 
大 标题 这 么 宣告 :“ 超 级 计算 机 的 图 形 解 决 了 一 度 不 可 解 的 
问题 


现在 正在 使 用 新 的 超级 计算 机 图 形 学 的 科学 家 说 , 通 
过 观看 形象 而 个 是 数 , 研 究 者 思考 和 工作 的 方式 正在 发 生 
根本 性 的 成 变 .一 位 洛杉矶 国 家 实验 室 的 物理 学 家 深 东 ~ 
“KR + it Bh Heinz - Karl Winkler) 说 :“ 人 脑 是 历史 上 最 住 
的 模式 组 织 者 .我们 能 用 它们 直观 地 扫 措 大 量 数据 .我 们 能 
把 注意 力 集 中 在 形象 中 的 某 个 结构 上 ,并 能 区 唱 开 重要 的 
和 不 重要 的 事 .” 


正 是 我 们 的 最 好 的 学 生 而 不 是 最 差 的 学 生 会 使 用 超级 计算 机 来 
研究 数据 的 形状 和 和 群 学 的 图 象 ,要 是 他 们 根本 没有 学 过 结构 的 
TG ,他 们 怎么 会 能 区 别 结构 中 的 重要 的 和 不 重要 的 事 呢 ? 


形 的 党 习 很 有 趣 ”学 生 们 和 我 们 大 家 都 一 样 ,对 摆弄 和 探 
究 形 状 都 很 感 兴趣 .教师 在 对 形 进行 教学 时 ,特别 是 在 工作 室 的 
环境 中 ,他 不 大 会 碰 到 有 时 在 几何 学 课程 上 所 出 现 的 缺少 引导 
学 生 学 习 的 动机 以 及 碰 到 的 阻力 和 困难 .遗憾 的 是 ,在 某 些 教育 
界 的 人 士 中 对 这 种 趣味 性 表示 怀疑 ,为 了 回答 关于 探索 形体 有 
什么 教育 伯 值 的 问题 ,一 个 最 有 效 的 方法 是 在 形体 实验 室 中 保 
留 一 间 开 放 的 房间 ,使 得 这 些 把 怀疑 态度 的 人 通过 自己 直接 棋 
弄 这 些 材料 而 逐渐 改变 他 们 的 疹 念 . 
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形 的 学 习 永 无 止境 “在 我 们 这 个 迅速 变化 的 时 代 , 对 形 的 
学 习 使 永 无 止境 的 学 习 战 略 更 为 方便 有 效 . 例 如 ,计算 机 图 形 学 
使 形状 的 学 习 发 生 革 命 性 变化 ,正如 超级 计算 机 正在 改变 着 研 
究 的 方式 ,普遍 的 计算 机 正在 提供 着 十 年 前 大 多 数 人 根本 不 能 
想象 的 图 象 . 

许多 教师 都 谈 到 ,计算 机 软件 完全 改变 他 们 教学 的 方式 .他 
们 不 再 感到 ,他们 必须 掌握 全 部 答案 ,而 是 变 为 学 生 在 探究 图 形 
的 性 质 时 的 伙伴 .这 些 教师 对 他 们 的 新 教学 方法 充满 了 热情 . 通 
过 把 对 图 形 的 探究 贯穿 在 整个 课程 当中 .这 种 富有 想象 力 的 课 
E ,他 们 的 热情 和 这 种 新 的 “伙伴 关系 教育 法 "都 能 被 大 大 地 鼓 
动 起 来 . 
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每 种 自然 现象 ,从 亚 原 子粒 子 的 量子 振动 到 宇宙 本 身 ,都 展 
示 出 变化 .发 育 的 有 机 体 在 它们 成 长 过 程 中 都 产生 变化 . 活 生 物 
的 群体 ,从 病毒 到 鲜 鱼 ,都 日 复 一 日 .年 复 一 年 地 变化 .我 们 的 历 
史 、 政 治 .经 济 和 气候 都 经 受 不 断 的 \ 往 往 令 人 肖 丧 的 变化 . 

有 些 变化 很 简单 ,季节 的 周而复始 , 潮 涨潮 落 . 其 他 的 变化 
就 更 为 复杂 ,经 济 衰退 ,疾病 的 突然 发 作 ,天 气 , 各 种 变化 都 影响 
我 们 的 生活 . 

最 为 重要 的 事 是 我 们 应 该 理解 和 控制 我 们 所 生活 的 变动 的 
世界 .为 了 有 效 地 进行 理解 和 控制 ,我 们 必须 对 于 变化 的 模式 非 
常 敏感 , 待 别 是 从 那些 乍 一 看 来 似乎 没有 模式 的 事件 中 发 现 其 
中 隐藏 的 模式 ,为 此 ,我 们 必须 : 

例 表 示 变 化 为 可 理解 的 形式 ; 

二 理 解 变化 的 基本 类 型 ; 

S 当 它们 出 现时 , 认 知 特殊 的 变化 的 类 型， 

全 应 用 这 些 技术 于 外 在 世界 ; 

多 控制 变化 的 宇宙 使 之 对 我 们 最 有 利 . 

完成 这 些 尾 务 的 最 有 效 的 媒体 是 数学 ,我 们 用 数学 建立 宇 
宙 的 模型 ,把 它们 拆 开 看 它们 如 何 动作 ,我 们 集中 它们 重要 的 结 
构 特 征 , 认 知 并 发 展 一 般 的 原理 .数学 是 “技术 转移 ”, 在 一 个 简 [lg3: 


二 
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单 的 例子 中 所 认 知 的 模式 能 够 应 用 于 科学 和 企业 的 整个 领域 . 


变化 的 数学 


研究 变化 的 数学 的 传统 方法 可 以 用 一 个 词 来 概括 ; 微 积分 . 
在 微 积分 中 变化 的 系统 用 一 个 特殊 的 方程 (用 专业 术 诸 来 讲 , 就 
是 微分 方程 ) 来 建 模 , 它 捕 述 不 同 变量 的 变化 率 之 间 的 关系 ,而 
为 了 能 够 求解 方程 ,我 们 用 了 所 需要 的 任何 重型 武器 {不 管 是 理 
论 的 还 是 数值 的 ) .中 学 数学 的 中 心 自 标 就 是 给 学 生 学 微 积分 做 
谁 备 :建立 和 求解 微 积分 中 的 方程 是 传统 工程 数学 的 生命 线 . 

微 积 分 现在 仍然 是 变化 的 数学 关键 的 组 成 部 分 .更 新 的 方 
法 ,例如 离散 数学 和 计算 数学 增强 了 微 积 分 而 不 是 取代 它 . 但 是 
数学 本 身 也 经 历 着 变化 .新 的 问题 和 新 的 发 现 就 意味 着 需要 范 
围 更 为 广泛 多 变 的 思想 武器 .两 个 重要 的 趋势 值得 注意 ;使 用 越 
来 越 情 致 的 逼近 方法 以 及 利用 几何 学 和 计算 机 图 形 学 .由 于 计 
算 机 威力 的 巨大 增长 ,使 前 一 种 趋势 成 为 可 能 .因为 计算 是 基于 
数字 处 理 , 它 要 求 理解 离散 数学 和 连续 数学 ,尤其 是 两 者 之 间 的 
关系 . 

第 二 种 趋势 主要 是 数学 想象 力 的 胜利 ;使 用 视觉 图 每 把 大 
量 信 息 和 集中 在 一 个 简单 易 懂 的 图 形 之 中 ,计算 机 图 形 学 已 经 使 
我 们 发 现 ,变化 的 许多 方面 是 比较 少 的 基本 几何 形式 的 展示 . 数 
学 刚刚 开始 去 理解 变化 的 这 些 基 本 建筑 模块 并 且 分 析 它 们 怎样 
结合 在 一 起 .这 种 方法 论 与 传统 用 微分 方程 建 模 的 精神 极 不 相 
同 : 比 起 微 积分 来 , 它 更 像 化 学 ,要 在 分 析 和 合成 之 间 谋求 小 心 
的 平衡 . 

在 研究 变化 时 .我 们 所 得 出 各 种 数学 概念 的 图 象 表示 引导 
到 发 现 大 量 复 杂 的 形状 ,每 一 种 都 出 现在 许多 不 同 的 动力 现象 
之 中 ,从 而 是 变化 的 数学 中 的 “普遍 的 "对 象 .!4 图 1 展示 一 些 这 
样 的 图 形 ,它们 很 好 地 显示 当今 的 可 视 化 方法 与 传统 的 凤 柯 中 
的 图 形 ( 如 三 角形 和 平行 四 边 形 ) 之 间 的 不 同 ,现在 几何 学 成 
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为 有 机 的 和 可 视 的 而 不 是 局 限 的 和 形式 的 了 . 


Bk 变化 的 景观 中 的 新 景点 : (a) A, (ROR RST: 
{e) 字 田 吸 引子 ;(d) 罗 斯 莱 肯 引子 ;(ej 柯 尔 莫 哥 洛 夫 暧 引子 iD) 曼 
德尔 布 洛 集合 . 


结果 是 ,今天 只 有 极 少数 数学 分 支 没有 经 历 什 么 变化 .这 部 
分 是 由 于 数学 已 经 成 为 高 度 综 合 的 和 相互 关联 的 结构 .况且 ,这 
种 现象 是 如 此 复杂 和 多 变 ,以 致 于 我 们 需要 用 我 们 所 能 聚集 起 
来 的 想法 来 处 理 它 .为 了 研究 变化 ,未 来 的 科学 家 需要 用 一 种 整 
体 的 世界 观 把 传统 数学 .现代 数学 .实验 和 计算 各 个 方面 结合 在 
一 起 .我 们 将 需要 这 样 的 科学 家 ,他 们 能 像 拿 到 铅笔 那样 马上 接 
近 计 算 机 终端 ,能 够 像 计 算 机 图 形 那 样 马上 画 出 粗 线条 但 有 下 
语 信 息 的 草图 ,能 够 用 图 形 思考 就 像 用 数字 和 公式 思考 一 样 快 ， 
收 研 究 的 科学 家 的 整个 观点 一 一 头脑 工具 箱 一 一 与 哪怕 10 年 
前 的 科学 家 也 会 十 分 不 同 . 

自然 界 和 数学 中 的 变化 模式 不 受 通 常 的 思想 范畴 的 约束 ， 
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为 了 取得 进步 ,我 们 必须 对 新 型 模式 有 想象 力 地 和 敏感 地 做 出 


到 应 ,我 们 自己 的 思想 模式 本 身 也 应 该 改变 . 
式样 的 多 样 性 


当 20 世纪 接近 尾声 时 ,涌现 出 一 种 新 型 的 数学 ,这 种 型 式 
的 特征 就 是 多 样 性 .数学 再 一 次 密切 联系 科学 {包括 物理 科学 、 
生物 科学 . 伪 科 学 和 社会 科学 ?的 应 用 而 发 展 , 许 多 数学 受到 计 
算 机 或 实验 室 实 验 或 者 自然 现象 的 形式 的 启发 . 反 过 来 ,为 数学 
而 数学 而 发 展 起 来 的 数学 思想 或 者 在 某 个 不 同 的 应 用 领域 中 发 
展 起 来 的 数学 思想 ,都 转移 到 其 他 任务 上 并 加 以 运用 .这 种 多 样 
性 是 数学 新 形式 的 强势 , 它 应 该 在 所 有 水 平 上 得 到 鼓励 .另外 ， 
计算 机 (特别 是 计算 机 图 形 学 ) 使 得 非 专家 一 一 从 学 校 中 的 孩子 
到 经 理 ,从 学 校 教授 到 科学 家 一 一 亲眼 见 到 数学 的 美和 复杂 性 
并 加 以 利用 .> 

这 种 新 型 数学 的 涌现 并 不 意味 着 我 们 能 够 抛弃 传统 上 所 强 
调 的 概念 的 精确 表述 以 及 严密 的 逻辑 证 明 .恰恰 相反 ,它们 仍然 
是 数学 工作 的 重要 组 成 部 分 .对 于 数学 来 说 ,严密 和 精确 就 像 实 
验 对 于 其 他 科学 一 样 ,其 理由 也 差不多 :它们 提供 了 可 靠 的 理由 
使 我 们 相信 ,思想 和 方法 是 靠得住 的 .它们 是 研究 主题 的 自我 验 
证 和 内 在 平衡 的 一 部 分 ,是 对 抗 错 误 的 永恒 卫 士 .对 职业 数学 家 
的 训练 仍然 需要 精密 的 逻辑 思维 和 确切 理解 证明” 的 含义 .在 数 
学 中 使 用 计算 机 作为 "实验 工具 ”能 激发 我 们 产生 新 思想 ,新闻 
题 ,但 是 单 洁 这 些 实验 并 不 能 使 我 们 理解 为 什么 会 发 生 观察 到 的 
现象 ,它们 的 作用 在 于 对 某 些 确实 发 生 的 现 葵 提供 一 种 确信 讼 . 

事实 上 随 着 伟 用 计算 机 经 验 的 发 展 ,有 一 种 重要 的 趋势 变 
得 十 分 显眼 ,这 就 是 对 它 不 予 理会 态度 的 消失 .“ 把 它 输 入 计算 
机 , 它 就 会 回答 你 所 有 问题 ” .如果 问题 的 管 案 比 如 说 是 一 个 数 ， 
欠 如 工程 结构 的 破坏 负载 ,一 旦 知道 这 个 数 , 所 有 的 问 古 就 都 没 
了 .但 是 当今 典型 的 基于 计算 机 的 研究 可 能 产生 几 千 张 图 表 表 
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示 在 各 种 不 同 的 条 件 下 系统 的 行为 .例如 ,考虑 在 不 同 速 度 和 大 


气 密度 下 ,通过 航天 飞机 的 气流 ,尽管 这 种 表格 表面 上 非常 之 
大 ,但 看 来 并 不 足以 决定 在 所 有 可 能 条 件 下 的 行为 .假如 系统 像 
我 们 上 面 所 提 到 的 ,包括 三 个 可 调节 的 参数 ,每 个 参数 可 以 到 到 
0 个 值 .这 就 一 共有 可 能 有 1000 种 组 合 ,如 时 变量 数 为 4 个 ， 
就 有 1 万 种 组 合 ,而 5 个 变量 就 有 100 万 种 组 合 . 

在 实际 情况 中 ,参数 数目 为 6 是 很 小 的 :化 学 工程 中 的 简单 
问题 一 般 者 包含 几 十 个 甚 至 可 能 几 百 个 参数 . 做 出 100 万 张 图 
的 计算 机 化 的 自 录 没有 意义 ,更 不 用 说 10 亿 张 或 工 万 所 张 图 
了 .基本 的 问题 “这 里 真正 发 生 什 么 情况 ?" 就 从 计算 机 科学 回 到 
数学 领域 . X AP IB) BE OR MA AR IA A ae a E T AA E ii Aa g 
A. 

然而 , 决 不 能 低估 计算 机 的 作用 . 它 越 来 越 成 为 更 为 流行 的 
思想 辅助 工具 .计算 机 不 仪 能 产生 “结果 ”, 而 且 还 能 在 理解 的 中 
间 阶 段 用 来 做 实验 ,来 检验 假设 以 及 可 能 的 机 制 . 在 适当 的 保证 
之 下 ,计算 机 计算 的 确 能 够 产生 数学 结果 的 严格 证 明 . 这 种 计算 
机 辅助 的 证 明 要 求 有 非常 小 心 的 构 作 以 及 大 量 的 人 的 输 人 以 及 
把 它们 建立 起 来 :它们 远 不 是 常规 的 ,通常 要 求 特殊 构造 的 软 忻 
以 及 较 长 的 机 器 时 辐 . 除 此 之 外 ,计算 机 辅助 证 明 更 构成 数学 的 
一 个 殉难 的 专业 的 领域 “让 它 上 计算 机 "并 非 万 能 灵 药 . 


教学 方法 


由 于 本 文 只 是 论述 ,严格 的 证 明 并 非 其 主要 特色 .严格 证 明 
是 数学 家 的 基本 技术 , 它 仍然 像 过 去 一 样 重要 .不 过 , 非 专家 对 
它 的 兴趣 要 少 得 多 了 .这 样 一 来 , 它 的 作用 就 没 显 露出 来 ,虽然 
它 是 我 们 讨论 的 所 有 事情 的 基础 . 

然而 ,证 明 对 于 职业 数学 家 很 重要 并 不 意味 着 向 一 定 范围 
的 听 人 讲授 数学 必须 限制 于 某 些 思想 内 容 ,而 这 些 内 容 的 证 明 
可 以 为 听众 所 接受 .这 种 限制 会 使 得 数学 枯燥 .乏味 .无 聊 , 因 为 
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许多 最 鼓舞 和 激动 人 心 的 思想 大 多 要 依赖 于 高 度 复杂 的 理论 来 


进行 证 明 . 许 多 数学 概念 用 不 着 讲解 形式 的 证 明 就 能 被 掌握 . 运 
用 一 种 思想 与 发 展 这 种 思想 是 完全 不 同 的 两 件 事 , 完 全 可 能 通 
过 例子 和 实验 给 小 孩 " 解 释 " 相 当 高 深 的 概念 ,尽管 形式 证 明 可 
能 十 分 困难 . 

例如 ， 在 混沌 理论 中 ， 一 个 重要 的 概念 是 “对 初始 条 件 的 
敏感 性 ”. 假如 从 一 个 系统 的 两 个 非常 相近 的 初始 状态 出 发 进 
行 演化 ， 运 动 结果 可 能 完全 不 同 ， 通过 适当 的 软件 ， 实 际 上 任 
何人 都 能 认识 到 比如 说 洛 仑 花 (Lorenz) 吸引 子 (图 1b) 的 
这 种 敏感 和 病态 的 行为 ， 他 只 需 注意 看 两 个 几乎 相同 的 初始 值 
是 如 何 分 开 并 且 变 得 互 不 相干 但是， 严格 证 明 阁 仑 效 系统 真 
正 像 计算 机 实验 所 显示 的 那样 运行 ， 不 仅 远 远 超出 普通 人 的 能 
力 ， 而 且 职 业 数 学 家 也 还 没有 得 出 证 明 来 ， 它 仍然 是 未 来 研究 
中 的 一 个 问题 . 

当今 的 数学 所 要 求 的 观点 的 广度 和 技巧 的 范围 不 只 对 数学 


”家 和 科学 家 是 重要 的 ,而 且 对 人 的 整个 一 生 都 重要 .变化 影响 我 


们 所 有 人 .管理 者 .政治 家 .企业 领导 者 以 及 其 他 决策 者 必须 应 
付 一 个 变动 的 世界 ,他们 必须 认识 到 变化 是 多 么 复杂 ,他 们 必须 
抛弃 过 时 的 假定 ， 

设计 一 套 对 这 样 一 代 能 应 付 多 方面 的 人 进行 教育 的 方法 是 
一 项 巨大 的 挑战 ,其 中 我 们 的 目标 是 提出 办 法 使 得 在 孩子 中 发 
展 一 些 基 本 的 思想 ,激发 出 新 观点 .我 们 必须 超越 由 算术 导向 代 
数 进而 导向 微 积 分 的 传统 方法 ， 

在 设计 有 效 的 新 课程 时 ,一 个 重要 的 组 成 部 分 是 理解 在 研 
究 的 前 沿 领 域 正在 发 展 起 来 的 新 观点 .然而 ,课程 必须 适合 所 有 
的 孩子 ,而 不 只 是 为 那些 将 来 要 成 为 科学 研究 工作 者 的 孩子 . 然 
而 ,在 研究 水 平 上 发 展 的 新 型 数学 决定 着 未 来 的 应 用 和 教育 的 
方式 .对 于 所 有 级 别 的 教师 和 教育 工作 者 ,重要 的 是 理解 这 些 新 
方法 的 一 般 特 性 以 及 它们 提出 的 各 种 问题 . 
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描述 的 层次 


变化 的 数学 可 以 在 许多 层次 上 来 观察 : 

旬 大 的 图 景 :什么 是 变化 可 能 的 类 型 ? 

全 数 学 技术 的 专门 领域 :怎样 解 方 程 ? 

大 一般 应 用 领域 :动物 种 群 数 量 怎 样 随时 间 变 化 ? 

大 个 别 的 应 用 :设计 化 学 反应 器 生产 人 造 黄油 . 

铺 简 单 的 理论 例子 : 摆 是 如 何 振动 的 ? 

数学 家 在 所 有 这 些 层次 上 进行 工作 ,因为 在 一 个 层次 上 所 
获得 的 洞察 力 常常 可 以 转 用 到 其 他 层次 上 .在 数学 的 技术 转移 
过 程 中 ,模式 并 不 只 和 任何 特殊 的 应 用 领域 联系 在 一 起 . 

理论 上 简单 的 例子 很 少 与 工业 应 用 直接 相 接 .例如 , 摆 的 动 
力学 分 析 在 研究 超 音 速 飞 行 的 机 咽 烟 振 中 并 没有 直接 的 用 处 . 
用 实际 的 话 来 讲 , 殷 来自 老 祖 父 一 代 的 钟 .但 是 简单 的 例子 也 有 
其 用 处 :它们 为 我 们 应 付 实际 生活 的 复杂 性 做 准备 . 比 起 任何 振 
动机 咽 的 实际 模型 来 , 控 都 使 我 们 更 容易 理解 振动 的 许多 重要 

为 了 说 明 这 些 主题 ,我 们 将 用 一 些 特殊 的 问题 为 便 来 解释 
数学 的 新 形式 .我 们 选取 这 些 问题 并 不 是 要 解决 这 些 问 题 而 达 
到 特殊 的 目的 ,而 是 这 些 问题 引发 有 趣 的 数学 思想 : 

甸 活 着 的 种 群 是 如 何 变化 的 ? 

ORK AMT? 

鲁 老 虎 身 上 为 什么 有 条 纹 ? 

看 来 好 像 只 有 头 一 个 问题 涉及 变化 ,另外 两 个 似乎 只 涉及 
静态 现象 .流星 就 在 那里 ,或 者 不 在 那里 ,完全 是 随机 的 .老虎 
有 条 纹 , 锡 没有 条 纹 , 公 此 两 者 总 碰 不 到 一 起 .事实 上 这 些 问 题 
全 都 涉及 某 种 变化 .流星 真正 是 “随机 的 " 落 人 地球 大 气 层 ,或 者 
在 夜空 中 流星 出 现 的 背后 还 存在 什么 更 有 组 织 的 事物 ? 有 条 纹 
的 成 年 老虎 也 不 具 是 --- 个 静态 对 象 , 它 也 是 从 一 个 {没有 条 纹 
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的 ) 单 细胞 发 育 而 来 .在 整个 发 育 过 程 的 某 个 时 刻 , 条 纹 第 一 次 
出 现 , 在 这 些 各 式 各 样 问题 当中 ,每 一 个 问题 的 背后 ,变化 都 是 
它们 的 共同 主题 


种 群 动力 学 


假如 我 们 把 几 只 兔子 放 到 无 人 居住 的 岛 上 ,很 快 它们 就 会 生 
出 一 大 堆 免 子 . 可 是 ,兔子 也 不 能 无 限制 地 连续 增长 ,否则 很 快 岛 
上 就 容 不 下 那么 多 兔子 .由 此 可 以 得 出 ,群体 的 变化 受到 内 在 和 
外 在 因素 的 双重 影响 .它们 如 何 结合 在 一 起 影响 群体 的 变化 是 数 
学 建 模 的 好 例子 ,使 我 们 能 从 许 凶 不 同 的 层次 上 进行 研究 . 


增长 的 极限 


我 们 从 最 简单 的 情形 开始 :种 群 只 有 一 个 单一 物种 ,具有 恒 
定 的 (因此 是 有 限 的 ) 食 物 供给 .图 2 表示 这 样 一 个 种 群 增长 的 
[189] 典型 的 实验 数据 ,其 典型 的 5 型 曲线 是 许多 增长 现象 的 特征 ,” 
如 果 我 们 测定 正在 发 育 的 单一 有 机 体 的 特性 ,例如 正在 成 长 的 
小 孩 的 身高 或 体重 ,也 会 得 出 类 似 的 旧 线 . 


群体 数量 


时 问 
图 2 在 具有 有 限制 的 食品 供应 的 环境 中 ,酵母 菌 群体 的 数量 变化 ， 


通常 许多 家 庭 在 核子 成 长 过 程 中 都 记录 他 们 身高 或 体重 ,可 
以 把 这 些 图 在 教室 的 墙 上 展示 ,以 供 讨论 和 比较 .一 个 班 的 小 孩 
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在 一 两 年 间 的 生长 显示 出 线性 增长 .用 高 度 对 时 间 画 出 的 各 点 ， 
非常 接近 在 一 条 直线 上 .但 是 ,一 个 小 孩 从 出 生 到 成 年 完全 的 生 
长 记录 显示 出 特征 的 S$ 形 .起 始 时 段 和 最 终 时 段 都 不 是 线性 的 ， 
早期 近 估 是 指数 生长 ,晚期 它 协 步 趋 于 常数 值 而 达到 饱和 和 . 

我 们 可 以 给 记录 过 生长 曲线 的 孩子 们 引进 整个 S 形 曲线 ， 
或 者 作为 实验 观测 的 结果 或 者 作为 数 表 .中 学 孩子 们 的 一 个 好 
的 练习 是 利用 所 个 孩子 的 生长 曲线 ,加 上 自己 儿 时 的 数据 来 预 
测 他 们 自己 的 成 年 后 的 身高 .其 后 ,他 们 成 为 高 年 级 学 生 后 ,就 
能 学 习 如 何 用 公式 来 表示 这 些 曲 线 . 我 们 应 该 鼓励 孩子 们 去 分 
析 这 条 曲线 的 主要 特征 ,并 考虑 为 什么 曲线 具有 这 些 特征 . 

假设 爱丽 丝 0 岁 时 1 英尺 高 ,8 岁 时 4 英尺 高 ,如 果 按 照 这 
种 增长 率 ( 每 8 年 生长 8 英尺 ) 生 长 , 那 她 16 岁 .24 Bak 32 岁 时 
BREE? 甚至 小 孩 也 能 看 出 这 些 管 案 不 可 信 . 错 在 哪里 ? 数 
学 是 精确 的 ,可 是 模型 一 -线性 增长 是 不 适当 的 .教训 是 ; 当 你 
用 数学 时 ,你 必须 挑选 一 个 合乎 实际 的 模型 ,而 不 只 是 去 育 目 地 
进行 数字 计算 . 


分 析 的 层面 


群体 增长 的 研究 可 以 在 儿 个 层面 上 进行 一 -言词 的 层面 ， 
数值 的 层面 ,图 象 的 层面 ,动力 的 层面 ,这 就 像 随 着 小 孩 长 大 变 
得 越 来 越 成 熟 . 醇 母 菌 增 长 曲线 表明 ,一 开始 增长 缓慢 ,但 是 接 
着 按 指数 增长 ,也 就 是 在 以 后 的 时 间 间 隔 中 繁殖 的 群体 以 一 常 
数 倍增 加 .可 是 当 群 体 变 得 充分 大 时 ,增长 率 就 慢 下 来 ,最 后 稳 
定 在 一 个 极 大 值 下 . 

言词 的 模型 纯粹 是 描述 的 , 它 对 于 为 什么 群体 稳定 下 来 不 
置 一 词 .言词 的 描述 有 助 于 建立 一 般 的 直观 ,但 对 于 行为 的 进 一 
步 分 析 毫 无 用 处 , 它 主 要 的 作用 在 于 简单 地 总 结 出 增长 的 模式 . 

为 了 理解 指数 增长 的 效果 以 及 认识 到 为 什么 不 能 连续 地 无 
限制 地 增长 ,常常 给 芒 子 们 讲 一 个 皇帝 赏 竟 的 著名 故事 .在 一 个 
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琐 远 的 国度 里 ,一 个 人 为 皇帝 完成 一 项 重要 任务 .皇帝 问 她 要 什 


么 样 的 奖赏 .她 回答 说 ; “在 国际 象棋 棋盘 的 第 一 个 格子 中 放 上 
一 粒 麦 粒 ,第 二 个 格子 中 放 上 两 粒 麦 粒 ,第 三 个 格子 中 放 上 四 粒 
ZE RERE E, 如 此 下 去 ,每 次 都 加 信 ” ,皇帝 一 开始 还 
觉得 这 没什么 ,一 直到 他 和 弄 清楚 这 些 数 是 如 何 增长 才 大 为 吃惊 . 

孩子 们 可 以 用 计算 器 或 在 计算 机 上 算 这 个 数 ,更 小 的 孩子 
也 用 不 着 用 大 数 只 靠 每 次 把 一 张 纸 对 折 一 半 ,不 断 地 重复 下 去 ， 
就 能 对 指数 现象 有 一 个 经 验 , 在 你 折 不 下 去 之 前 ,你 能 折 多 少 
次 ? 

我 们 可 以 用 数 表 的 形式 收集 数据 ,例如 动物 的 重量 , 乌 的 要 
展 ,树木 的 干 图 ,植物 的 叶子 数目 等 等 .孩子 们 仍 能 够 在 数字 中 
找到 模式 :它们 是 增加 ? 还 是 减少 ? 还 是 保持 不 变 ? 他 们 能 够 
计算 差 和 比 , 造 出 表 来 ,并 找到 模式 ,这 样 数 值 表 就 自然 地 引出 
BRET. 

增长 曲线 给 两 个 变量 一 一 群体 数量 和 时 间 一 一 的 关连 方式 
提供 一 个 直观 的 图 象 .这 样 一 个 图 象 有 时 称 为 时 间 序 列 ,用 图 尔 
信息 来 取代 数值 信息 , 它 是 最 简单 的 例子 ,表明 变化 的 几何 化 . 
把 数 用 点 的 位 置 来 表示 ,把 变化 的 数 用 曲线 来 表示 ,这 种 思想 是 
变化 数学 中 所 有 几何 方法 的 基础 ( 见 图 3), 获 子 们 需要 许多 机 
会 去 领会 ,在 数学 中 一 张 图 的 确 胜 过 千言 万 请 ， 

实验 工作 最 适合 更 小 的 孩子 ,他 们 能 够 数 鸭 或 鸡 下 和 蛋 的 数 
5 ,测量 正在 生长 植物 的 高 度 ,测量 每 天 正午 的 温度 ,记录 月 亮 
在 天 室 中 的 位 置 .孩子 们 通过 把 这 些 数据 画 出 图 象 , 可 以 发 现 变 
化 的 模式 ,并 讨论 某 些 可 能 的 原因 . 

可 以 安排 更 太 的 孩子 干 更 难 的 工作 :池塘 的 水 平面 , 树 从 中 
叶子 的 数 且 ,股票 市 场 的 波动 ,物理 和 化 学 实验 室 的 实验 .利用 
由 真实 现象 产生 的 数据 是 把 数学 钠 人 学 校 其 他 课程 的 最 存 效 方 
法 .学 生 学 过 代数 也 可 以 用 数学 公式 和 方法 来 产生 理论 数据 , 寻 
求 模式 并 且 把 理论 同 现实 进行 比较 . 
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图 3 许多 不 同 变化 类 型 的 某 些 以 及 典型 的 时 间 序 列 ， 
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动力 系统 


下 一 个 研究 层次 不 是 给 数 的 模式 建 模 .而 是 给 产生 这 些 模 
(192) 式 的 过 程 建 模 . 通 过 传统 的 方法 ,这 个 思想 导致 微分 方程 ,从 而 

需要 微 积分 .但 是 还 有 另外 一 种 可 能 性 ,在 计算 机 时 代 这 种 方法 
有 越 来 越 大 的 吸引 力 , 那 就 是 丢掉 微 积 分 锁链 的 束缚 ,而 认真 地 
看 待 这 样 一 个 事实 ;群体 中 生物 的 数目 是 离散 的 整数 而 不 是 连 
续 的 数量 . 

想象 时 间 按 照 离散 的 整数 步 来 增长 的 ,上 = 1,2,3,… 在 时 刻 
,群体 大 小 的 值 p 记 作 p (1), 它 在 下 一 时 刻 的 值 p (1 + 1) 与 当 
前 值 p (0) 可 以 通过 一 个 特殊 的 增长 规律 联系 起 来 , 这 种 类 型 的 
模型 称 为 差分 方程 或 者 离散 系统 . A 

在 活着 的 群体 中 以 一 种 恒定 增长 率 m 元 限制 地 繁殖 对 应 
一 种 规律 , 它 具 有 p(t + 1) = mp (4) 的 形式 , 它 导致 指数 增长 : 
p(t) = p(0)m', 其 中 p(0) 为 群体 初始 大 小 .如 果 容 许 由 于 献 少 
食物 或 空间 所 加 的 限制 ,这 个 增长 规律 就 要 减 去 反映 这 些 限 制 
的 校正 因子 而 得 出 限制 性 增长 定律 ; 

ple+l)=mplt)-nlplt) P, 

其 中 mon 是 常数 ,依赖 于 特殊 的 环境 ,这 个 方程 称 为 韦 于 尔 斯 
特 CYerhulst) 定 律 ( 因 19 世纪 法 国 科学 家 PE' 韦 于 尔 斯 特 而 命 
名 ), 它 是 最 常用 受 限 制 增长 的 代数 模型 . 

学 生 可 以 通过 简单 的 代数 工具 ( 造 表 和 简化 方程 ) 来 研究 这 


个 方程 .群体 水 平 ple) = 万 称 为 截断 水 平 ,一 旦 达到 这 个 水 平 ， 
下 一 个 值 p(t + DRE 0, 而且 以 后 所 有 数值 均 为 0. 为 了 研究 


群体 大 小 与 截断 水 平 的 比较 ,我 们 可 以 把 p 1) 表 示 为 下 的 一 部 
分 ,这 可 以 通过 改变 测量 单位 令 p(1) = q(t) 至 得 到 .由 此 导出 
方程 
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(titi =m(¢g(t)- gt’), 
其 中 4 表示 为 群体 作为 截断 水 平 的 部 分 的 大 小 ,现在 我 们 就 只 
有 一 个 参数 m 而 不 是 两 个 参数 m,n ,这 就 使 得 数学 更 加 简单 ， 
因为 og(1) 是 截断 群体 的 一 部 分 ,从 而 是 0 和 1 之 间 的 某 个 分 
数 . 

像 韦 于 尔 斯 特定 律 这 样 的 差分 方程 用 计算 机 计算 是 最 理想 
的 ,因为 它 表 示 一 个 简单 的 重复 步 又 ,现在 用 时 刻 + 的 行为 来 描 
IRMA + 1 的 行为 .我 们 可 以 用 计算 机 很 容易 算出 离散 韦 
于 尔 斯 特定 律 的 解 ,而 无 需 知 道 这 些 解 的 公式 (实际 上 这 些 解 设 
有 一 般 公式 ). 于 是 我 们 能 够 把 这 些 结果 概括 在 单一 的 几何 对 象 
如 时 间 序 列 轩 中， 

这 表明 一 个 重要 的 一 般 原理 :往往 离散 数学 比 连 续 数 学 ( 微 
积分 ) 更 容易 理解 . 当 学 生 开 始 学 习 代 数 ( 通 常 在 学 习 微 积分 四 
年 之 前 ) ,就 可 以 通过 数值 表 来 引进 并 学 习 韦 于 尔 斯 特定 律 .但 
是 ,导出 离散 系统 的 复杂 的 数学 结构 仍然 比较 困难 ,处 理 它们 往 
福 用 实验 , 至少 也 要 用 计算 机 . 


数值 实验 


韦 于 尔 斯 特定 律 给 数值 实验 提供 了 一 个 绝 佳 机 会 ， 它 只 用 
到 初等 算术 以 及 计算 器 .+3 即 使 小 学 生 在 学 习 代 数 的 表述 数 年 
之 前 ， 也 能 够 理解 这 些 规则 . 韦 于 尔 斯 特定 律 的 代数 形式 
fe: 

plt+1)=m[ p(t) -pCt)?]. 

它 能 很 容易 地 翻译 在 一 张 表 或 者 空白 表格 上 ,可 以 用 来 研究 参 
Bm 取 不 同 值 的 情形 . {注意 现在 我 们 用 p 表示 群体 大 小 的 比 
例 [ 以 前 用 ¢ 表示 ] ,而 不 是 群体 大 小 .) 

我 们 从 某 个 p(0) 值 开始 ,比如 说 0,1, 然 后 依次 计算 p(1)， 
p(t2),p(3)…, 用 文字 来 讲 , 新 的 数值 等 于 老 的 数值 减 去 老 的 数 
值 的 平方 ,然后 莱 以 一 个 常数 . 
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例如 ,假设 m = 2, 则 相继 数值 是 
0.1;0.18,0.295.0.416,0.486,.0.499,0.5,0.5，… 
我 们 看 到 开始 数值 增长 ,最 后 稳定 在 一 个 特殊 的 水 平 .这 种 增长 
类 似 于 酵母 和 其 他 均匀 群体 的 实验 验证 的 增长 ( 见 图 2). 当 
m =3 时 ,我 们 得 到 
0.1,0.27,0.591,0.725,0.598,0.721,0.603,0.717,-" 

这 种 情形 下 ,数值 似乎 在 0.6 和 0.7 ZARB. (事实 上 ,这 
种 振荡 最 后 衰减 下 去 ,但 是 极为 缓慢 . 当 m=3.1 或 3.2 时 , 它 
就 变 得 更 加 明显 . ) 最 后 ,考虑 m = 4: 

0. 1,0.36,0.922,0.289,0.821,0.585,0.970,0.113, = 
现在 我 们 完全 看 不 到 明显 的 模式 了 1! 究竟 发 生 了 什么 情况 ? 

韦 于 尔 斯 特定 律 导致 的 行为 范围 极 广 .包括 周期 振动 以 及 
明显 的 没有 和 烧 式 的 无 规则 行为 ,后 者 就 是 所 谓 的 混沌 ,用 计算 器 
进行 简单 实验 就 能 把 很 小 的 孩子 带 到 科学 研究 的 前 沿 .的 确 这 
个 例子 能 够 引导 到 大 基 的 课堂 活动 ,用 计算 器 .计算 机 或 者 电子 
室 白 表 格 程序 得 出 数值 结果 ,用 图 象 表示 结果 ,办 认 出 模式 ,分 
析 它 们 为 什么 会 出 现 . 

传统 上 ,看 来 随机 的 行为 是 用 统计 来 建 模 , 其 中 的 方程 包含 
明显 的 随机 项 .但 是 志 于 尔 斯 特定 律 中 没有 随机 项 , 它 是 确定 性 
的 .这 个 例子 令 人 惊异 地 表明 由 一 个 简单 和 明显 的 规律 所 预言 
的 行为 可 能 是 高 度 不 规则 的 ,甚至 是 随机 的 ， 

这 种 伴 廖 的 发 现 称 为 确定 性 混沌 .无 规则 的 涨 落 可 能 由 非 
随机 规律 引发 ,这 使 得 许多 无 规则 的 现象 可 用 简单 的 方式 来 建 
模 , 它 还 表明 单纯 的 原因 能 够 产生 复杂 的 后 果 . 它 成 为 当前 数学 
研究 的 最 令 人 激动 的 领域 之 一 .3124 


无 规则 的 果 蚁 


我 们 常常 有 可 能 认为 ,混沌 行为 只 不 过 是 模型 中 的 人 为 假 
RK ,而 不 是 自然 界 的 现象 .图 4 表示 ,在 一 个 密闭 容器 中 用 一 定 
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量 扎 质 饲料 咀 养 的 果 蝇 数量 的 实验 数据 .“ 当 果 蝇 数量 增长 太 


多 时 ,食物 就 太 少 , 果 蝇 就 不 能 正常 地 繁殖 .于 是 , 果 蝇 数量 就 开 
始 下 降 直 到 有 足够 多 的 食物 :然后 果 蝇 又 无 限制 地 繁殖 ,数量 再 
一 次 猛 增 . 


出 6.000 
a 4,000 
2,000 
h 100 200 300 400 500 500 700 
ef (@] ¢ 天数 3 
图 4 SRSA Sih a CATIA Bee 
的 典型 现象 . 


主要 的 整体 结果 是 存在 一 个 周期 大 约 为 38 天 的 振荡 ,不 
过 ,正如 时 间 序 列 所 示 ,群体 数量 的 变化 方式 要 明显 地 复杂 ,图 
中 许多 峰值 是 双 峰 ,更 像 形 而 不 是 A 形 . 峰值 的 高 度 也 有 变 
化 ,按照 小 .中 ,大 的 顺序 轮流 重复 . 在 过 了 前 450 多 天 之 后 , 变 
化 变 得 越 来 越 不 规则 . 

这 张 图 显示 出 在 数学 建 模 和 科学 数据 的 分 析 中 一 个 重要 问 
题 .我 们 所 观察 到 的 变化 有 些 是 来 自 果 蝇 的 群体 动力 学 ,还 有 其 
他 的 可 能 来 自 诸如 下 污 的 食物 .疾病 ,或 者 说 不 定 还 有 潮 钞 和 火 
星 在 星空 中 的 位 置 等 外 在 影响 .我 们 怎么 能 说 清楚 什么 是 什么 
呢 ? 

我 们 不 难 假定 有 规则 的 后 果 一 -M 形 的 峰值 和 它们 大 小 
的 高 低 变化 与 外 界 因素 无 关 , 而 450 天 之 后 越 来 越 无 规则 则 由 
于 某 些 外 界 因素 出 了 差错 所 致 ,不 过 ,这 个 假定 可 能 是 不 对 的 ， 
用 类 似 于 韦 于 尔 斯 特 入 型 所 做 的 数值 实验 表明 ,简单 的 数学 规 
律 业 能 产生 规则 的 振 萝 ,也 能 产生 不 规则 的 混沌 ,只 是 对 单一 的 
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参数 做 个 微小 的 变化 即 可 .事实 上 , 果 蝇 数据 的 许多 方面 ,包括 


其 各 种 不 规则 性 ,都 能 用 单纯 系统 来 建 模 . 

我 们 可 以 让 孩子 们 通过 先 用 计算 器 后 用 计算 机 进行 数值 实 
验 ,来 理解 简单 系统 中 各 种 可 能 的 复杂 行为 ,他 们 能 在 明显 无 规 
则 的 数据 中 搜寻 模式 . 例如 ,给 定 由 韦 于 尔 斯 特定 律 或 相关 方程 
所 生成 的 时 间 级 数 , 他 们 可 以 用 p(t + 让 对 p(t) 作 图 ,看 看 是 否 
所 有 点 都 落 在 一 条 光滑 曲线 上 .他 们 能 够 分 析 曲 线 来 确定 其 几何 
特性 ,大 一 些 的 孩子 能 找到 适当 的 公式 并 估计 增长 率 参 数值 m. 

这 种 几何 技术 的 更 复杂 的 方式 已 经 应 用 在 多 组 观测 数据 
上 ,例如 患 + 某 种 疾病 (例如 麻疹 ) 的 人 数 出 现 的 明显 的 随机 涨 
落 .实验 的 时 间 序 列 往往 看 来 是 随机 的 .但 是 ,经 过 图 象 分 析 提 
示 , 在 表面 的 不 规则 性 之 下 ,常常 是 一 个 简单 的 过 程 ,就 像 一 个 
差分 方程 .结论 是 ,往往 总 能 建立 起 简单 而 现实 的 模型 能 够 再 现 
这 些 系统 中 变化 的 模式 ， 


移 向 微 积 分 


凭借 微 积分 的 传统 分 析 在 为 群体 增长 建立 模型 上 仍然 起 着 
重要 的 作用 .在 这 种 情形 下 , 它 提供 一 个 公式 而 不 是 图 象 或 数值 
天 .在 基于 微 积分 的 模型 中 ,p(1) 的 值 不 一 定 是 整数 ,虽然 实际 
的 群体 数量 必定 取 整 数值 .因此 ,这 个 模型 是 对 高 散 现象 的 连续 
iL ,这 是 一 种 通用 的 技术 ,特别 当 群 体 数量 的 最 大 值 相 当 大 时 
常常 应 用 .这 时 在 群体 中 加 上 或 者 去 掉 一 个 个 体 所 引起 的 变化 
极其 微小 ,因此 数量 大 小 的 可 能 变动 范围 同 连续 变动 范围 不 容 
易 区 别 开 来 ,结果 所 得 到 的 模型 是 微分 方程 ,这 是 高 等 数学 中 最 
关键 的 概念 之 一 .微分 方程 不 只 涉及 变量 ,例如 群体 数量 p ,而 
且 还 涉及 变量 的 变化 率 .一 个 变量 p 对 于 时 间 的 变化 率 传统 上 


epee. 
最 简单 的 群体 数量 微分 方程 是 均匀 增长 定律 = mp .这 是 
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说 ,在 给 定时 刻 1 群体 数量 p 的 变化 率 吧 与 这 个 时 刻 的 群体 数 
Ep 成 比例 ,比例 常数 是 严 . 换 句 话说 ,大 群体 比较 小 群体 按照 
比例 产生 更 多 的 后 代 .这 个 微分 方程 的 解 是 p) = p(Ode™ ,其 
中 pt0) 是 :=0 时 群体 数量 的 初始 值 , 它 表示 连续 的 指数 增长 . 
群体 数量 无 限制 地 爆炸 性 增长 . 

在 实际 情况 下 ,必定 有 其 他 因素 出 现 来 限制 增长 ,正如 韦 于 
尔 斯 特定 律 情形 一 样 ,我 们 把 方程 改变 一 下 , 减 去 一 项 np, HE 
中 n 是 第 二 个 常数 : 


dE = mp ~ np’. 
额外 加 的 这 一 项 的 意义 是 , 当 P 很 小 时 ,p? EE SEAT BBR AR 


计 , 从 而 校正 项 np? 不 起 什么 作用 . 在 这 种 情形 下 ,我 们 得 到 的 
几乎 还 是 指数 增长 . 然而, 当 变 大 时 , - np? 这 一 项 就 成 为 主 


导 动 力学 的 项 , 它 显著 地 减少 增长 率 ,的确 当 p TABI Ot BE 
体 数量 变化 率 92 就 变 成 0. 当 出 现 这 种 情况 ,群体 数量 就 不 再 增 


长 . 因此 ,表示 群体 数量 的 极 大 值 . 利用 微 积 分 的 技术 ,就 可 以 
求 出 一 个 解 的 公式 . 这 个 解 的 图 象 , 称 为 后 勤 (logistic) 曲 线 , 同 
样 具有 $5 形 , 和 苹 母 实验 数据 一 样 (图 2). 

连续 的 韦 于 尔 斯 特定 律 可 没有 离散 的 韦 于 尔 斯 特定 律 显示 
的 大量 的 多 种 名 样 的 行为 一 一 稳 恒 的 .周期 的 .混沌 的 , 它 只 产 
生 一 条 光滑 的 S 形 曲线 ,这 以 令 人 信服 的 方式 表明 了 由 离散 模 
型 变 到 连续 模型 ,或 者 反 过 来 ,由 连续 模型 变 到 离散 模型 ,就 会 
产生 出 新 现象 ,但 它 不 只 是 一 个 无 所 谓 的 技巧 . 像 这 些 例 子 都 引 
发 连续 模型 和 离散 模型 关系 之 类 的 重要 问题 ,这 些 关系 值得 在 
中 小 学 各 年 级 的 数学 课 上 加 以 深入 探讨 . 

连续 模型 允许 实验 数据 和 理论 曲线 相 拟 合 Te MA 
未 来 行为 的 方法 .例如 ,如 果 一 条 后 勤 曲线 与 1930 年 之 前 美国 
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究 所 得 到 的 还 要 多 . 
稳 E 性 


现代 对 行星 运动 的 理解 来 源 于 法 国 数学 家 亨利 : 庞 加 莱 
(Henri Poincaré) 在 上 世纪 末 到 本 世纪 初 的 工作 .”***31887 年 瑞典 
国王 奥斯卡 二 世 (Oskar I HEHH 2500 克朗 的 奖金 悬赏 问答 天 文 
学 的 一 个 基本 问题 ;太阳 系 稳 定 吗 ? 现在 我 们 能 够 骨 白 ,施加 革 
的 答案 是 关于 天 体 变化 的 数学 研究 的 一 个 主要 的 转折 点 . 

科学 家 把 一 个 系统 称 为 稳定 的 ,如 果 它 受到 小 的 扰动 的 干 
扰 并 不 发 生 改 变 . 要 是 小 的 扰动 趋向 于 放大 导致 行为 大 的 变化 ， 
它 就 是 不 稳定 的 . 例如 一 颗 平头 钉 横 放 着 是 稳定 的 ,而 在 钉 尖 上 
竖 着 的 平衡 的 钉 就 不 稳定 ,因为 它 总 是 要 典 倒 (图 5). 


MS 平头 钉 的 不 稳定 和 稳定 状态 : 当 它 在 钉 尖 上 达到 平衡 时 ,任何 播 摆 
都 会 使 它 倾倒 ,而 钉子 平 放 时 ,小 的 力 只 使 平头 钉 的 位 置 发 生 小 的 
变化 ， 


小 孩 对 于 稳定 和 不 稳定 系统 的 概念 能 够 发 展 出 可 靠 的 直 
觉 ,通过 探索 各 种 机 械 “ 操 纵 玩 具 ” 的 行为 ,例如 复 扫 , 相 互 作用 
的 磁铁 .陀螺 仪 等 ,的 确 下 认识 到 动力 系统 典型 的 复杂 性 . 例如 ， 
考虑 一 个 有 磁头 的 摆 , 放 在 另 一 个 磁体 上 端 摆动 ,如果 这 两 个 磁 
铁 正 负极 相反 , 则 摆 被 下 面 的 磁头 吸引 .稳定 在 向 下 的 位 置 .但 
是 ,如 果 两 个 磁体 正 负极 相同 ,你 试图 把 担保 持 在 下 面 磁 铁 的 上 
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方 , 它 就 力图 移 开 ,于 是 向 下 的 位 置 是 不 稳定 的 , 连 小 孩 都 能 感 


RAE! 

当前 物理 课 的 特点 往往 是 按照 相当 正规 的 方式 进行 这 种 类 
型 的 实验 ,实际 上 也 可 以 在 数学 课 上 进行 不 那么 正规 的 实验 , 作 
为 发 展 学 生 对 变化 和 运动 稳定 性 和 混沌 的 直觉 的 组 成 部 分 .在 
孩子 的 直觉 得 到 很 好 发 展 之 后 ,在 以 后 的 学 习 阶 段 ,可 以 通过 适 
当 的 数学 模型 对 这 些 经 验 加 以 形式 化 . 

稳定 性 是 一 个 极端 重要 的 问题 . 飞机 不 仅 要 能 够 飞行 ,而 且 
飞行 还 必须 稳定 ,否则 的 话 , 它 就 会 从 天 上 掉 下 来 .汽车 绕 过 损 
角 时 ,一 定 不 能 翻 倒 , 太 阳 系 是 动力 学 中 非常 复杂 的 一 部 分 ,我 
们 怎么 能 知道 它 的 运动 是 稳定 的 ? 是 否 所 有 行星 都 大 致 沿 着 它 
们 现在 的 轨道 继续 运动 ? 是 否 冥王 星 能 在 太阳 上 坠毁 ? 是 否 地 
球 会 游荡 出 去 到 孤零零 的 外 行星 当中 ? 这 些 都 是 非常 复杂 的 问 
题 ,很 难得 出 它们 的 答案 ， 


检 皮 膜 动力 学 


庞 加 菜 并 没有 解决 奥斯卡 国王 的 问题 , 它 太 难 了 ,但 是 他 取 
得 了 初步 的 进展 ,使 得 他 不 管 怎么 说 还 是 拿 到 了 该 项 奖金 .为 
此 ,他 创立 了 一 门 新 的 数学 分 支 ,现在 称 汶 托 扑 学 .拓扑 学 常常 
被 描绘 成 “橡皮 腊 的 几何 学 ”, 但 是 , 它 更 适合 定义 为 “连续 性 的 
数学 ”. 它 研究 光滑 的 .逐渐 的 变化 , 它 是 无 间断 性 的 科学 .#4 与 
其 对 比 , 不 连续 性 是 突然 的 和 戏剧 性 的 , 它 出 现在 原因 微小 变化 
产生 结果 巨大 变化 的 地 方 . 

两 个 天 体 { 例 如 只 包含 地 球 和 太阳 的 系统 ) 的 运动 是 周期 
的 , 它 一 次 又 一 次 地 重复 ,每 年 一 次 (这 就 是 “年 "的 定义 ). 这 种 
周期 行为 立即 证 明 ,在 这 样 一 个 只 包含 地 球 和 太阳 的 太阳 系 中 ， 
地 球 不 会 落 到 太阳 上 ,也 不 会 游荡 到 外 层 的 无 限 空间 ,要 基地 球 
真能 这 样 , 它 就 会 每 年 都 落 到 太阳 上 或 者 每 年 都 游荡 到 外 层 的 
无 限 空间 中 去 . 可 是 这 种 事 不 能 发 生 超过 一 次 ,如果 去 年 没有 发 
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EAF , 它 就 永远 不 会 发 生 . 换 句 话 说 ,周期 性 使 我 们 对 稳定 性 
能 够 非常 有 效 的 掌握 . 但 在 我 们 非常 现实 的 宇宙 中 ,许多 物体 会 
干扰 这 种 简单 的 图 景 ,然而 ,周期 性 仍然 很 重要 ， 

两 个 物体 在 引力 作用 之 下 其 行为 十 分 简单 ,它们 关于 共同 
的 质心 知 椭 图形 轨道 运动 . 可 是 三 个 物 伟 的 行为 就 难以 置信 的 
复杂 ,甚至 我 们 把 问题 简化 为 ,其 中 一 个 物体 的 质量 比 起 其 他 两 
个 物体 来 非常 非常 小 .超过 三 个 物体 可 能 导致 玩 加 难以 处 理 的 
行为 . 

手 技 杂 要 是 稳定 周期 运动 的 一 个 例子 , 它 是 周期 的 ,因为 反 
复 施 加 的 是 同样 的 作用 . 它 必定 是 稳定 的 ,否则 的 话 就 机 不成. 
机 两 个 物体 比较 简单 ,机 得 越 快 就 变 得 越 复 杂 . 假 如 要 教 小 孩 玩 
竹 技 妹 要 ,他 们 就 能 很 快 领会 动力 系统 的 复杂 性 .他 们 能 分 析 杂 
机 运动 的 周期 模式 .为 什么 杂 要 是 稳定 的 ? 手眼 反馈 的 作用 是 
什么 ? 

庞 加 莱 努 力 去 解决 周期 解 的 存在 性 问题 ,他 发 现 可 以 通过 
拓扑 方法 来 检 出 周期 解 .假使 在 基 个 特殊 的 时 刻 , 系 统 处 于 某 个 
特殊 的 状态 ,而 且 在 以 后 某 个 时 刻 , 系 统 又 处 于 同一 状态 ,那么 
这 个 离开 这 个 状态 又 反 回 来 的 运动 ,就 必定 重复 ,一 次 又 一 次 地 
永远 重复 下 去 .只 要 有 一 次 回 到 先前 的 状态 ,而 且 它 在 所 有 细节 
都 同 原 来 一 致 ,这 就 是 周期 运动 的 本 质 . 

如果 我 们 把 这 个 思想 几何 化 , 它 要 用 到 括 扑 学 .*“ 想 痊 一 
下 ,把 系统 的 状态 用 某 个 高 维 空间 的 点 的 坐标 来 描写 ,这 个 空间 
就 称 为 术 空 间 . 当 系 统 发 生变 化 时 ,这 点 就 要 移动 .在 相 空 间 中 
描画 出 一 条 曲线 . 为 使 系统 回 到 其 初始 状态 ,曲线 必定 封闭 起 来 
成 为 一 个 转 或 环 路 (图 6) ,这 样 系统 的 称 定 性 就 翻译 成 “曲线 何 
时 形成 一 个 封闭 的 环 路 ”. 这 个 间 题 并 不 问 环 路 的 形状 、 太 小 或 
者 位 置 ,仅仅 只 要 求 它 是 封闭 的 ,这 就 是 一 个 拓扑 问题 .因此 , 周 
期 解 的 往 存 性 依赖 于 相 空 间 中 表示 系统 的 状态 变化 的 线 的 拓扑 
性 质 . 
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图 6 底 加 莱 研 究 周期 性 的 几何 方法 ,如果 系 统 的 状态 在 相 空间 中 西 出 一 
个 封闭 环 路 , 则 这 个 系统 必定 是 所 期 的 ,因而 是 稳定 的 ， 


相 空 间 是 一 个 多 维 的 .抽象 的 数学 空间 , 它 表示 决定 系统 状 
[201] 态 的 所 有 可 能 的 变量 ,状态 本 身 则 由 相 空 间 中 一 点 来 表示 . 当 状 
态 发 生 改 变 时 ,这 点 就 移动 ,描绘 出 一 条 曲线 或 流 线 .这 些 流 线 
合并 在 一 起 的 图 象 称 为 系统 的 相 图 , ! 流 线 主要 出 曲线 来 表示 ， 
它 对 应 于 各 种 初始 表 的 坐标 的 随时 间 的 演化 过 程 ( 见 图 7), 
头 表 示 时 间 演 进 的 方向 . 


图 7 丰 图 的 例子 ,其 中 不 同 的 曲线 表示 系统 在 不 同 初 始 条 件 下 可 能 的 演 
化 . 
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相 图 


一 旦 孩子 们 掌握 了 描绘 一 个 变量 变化 的 图 的 观点 ， 就 可 以 
给 他 们 引进 相 图 ， 在 这 种 情形 下 ,我 们 不 是 对 应 时 间 描 记 单 变 
其 的 值 ， 而 是 把 两 个 不 同 坐 标 方向 的 两 个 不 同 变 量 的 值 的 序列 
标记 在 时 间 序 列 之 中 .通过 这 种 练习 能 够 发 展 变化 的 、 多 维 的 
几何 洞察 力 ， 对 于 小 孩子 ， 这些 变量 可 以 是 成 长 动物 的 身高 和 
体重 ,或 者 是 每 天 的 温度 和 雨量 ， 大 孩子 可 以 考虑 天 文 现象 ， 
例如 太阳 和 月 亮 的 位 置 或 者 对 电路 的 测量 ， 或 者 对 摆 的 观察 ， 
或 者 在 世界 外 汇市 场 上 ， 两 种 不 同 的 汇率 的 价格 波动 . 

单 摆 的 振动 给 相 图 提供 了 一 个 非常 富有 启发 性 的 例子 ,不 
过 它 的 全 部 细节 只 适用 于 给 更 高 年 级 的 学 生 讲 . 传统 的 讲 摆 的 
方法 是 写 下 一 个 近似 的 方程 , 它 的 解 是 正弦 曲线 . 这 种 近似 是 必 
要 的 ,因为 摆 的 精确 模型 的 真正 方程 ,用 标准 的 微 积分 技术 不 能 
求解 . 学生 的 确 能 够 学 到 正弦 曲线 的 有 用 的 性 质 以 及 当 摆 动 很 
小 时 摆 的 周期 公式 ,但 是 ,这 种 传统 方法 在 某 些 方面 是 不 令 人 满 
意 的 ,因为 所 使 用 的 近似 很 难得 到 证 实 . 它 留 下 一 个 不 合适 的 印 
象 ,仿佛 缺乏 精确 性 在 数学 中 也 可 以 被 接受 . 

换 一 种 方法 ,我 们 可 以 用 能 量 守 人 恒定 律 来 产生 摆 的 运动 的 
精确 模型 . 它 导出 方程 


v= «k +200, 


其 中 ”表示 速度 ，C 和 上 是 常数 ，9 RESFARM EWA. 
画 出 这 个 曲线 族 的 图 ， 我 们 事实 上 就 画 出 相 图 (图 8)， 一 个 
真实 的 摆 的 运动 ， 包 括 大 振幅 的 运动 ， 蔡 至 像 螺 旋 桨 那样 的 转 
动 ， 都 可 以 从 这 张 图 上 看 出 来 .* 用 这 个 方法 ,学生 们 在 得 到 
正 艾 函 数 同样 正确 练习 的 则 时， 还 得 到 了 非 近 似 的 精确 模型 以 
及 重要 的 物理 原理 〈 能 量 守 恒 )， 这 不 是 研究 摆 的 更 好 方法 
吗 ? 
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Ms 摆 的 相 图 ,从 中 所 有 可 能 的 运动 都 能 见 到 . 


共 E 


三 体 的 动力 学 方程 不 能 由 公式 求解 ， 但 是 它们 可 以 输入 计 
算 机 进行 数值 求解 ， 这 些 模型 提供 了 好 方法 来 探究 动力 系统 的 
运动 中 ,共振 的 惊人 效应 . 当 不 同 的 运动 周期 的 周期 之 间 存 在 
简单 的 数值 关系 ， 例 如 1:1，2:1，3:2 等 等 ， 就 会 产生 共振 . 
例如 ， 土 星 的 卫星 泰 替 与 男 一 颗 卫 星 许 珀 里 贫 的 轨道 周期 接近 
于 4:3 的 共振 .具体 讲 ， 许 珀 里 癸 用 21.26 天 绕道 一 周 ， 而 泰 
坦 用 15.94 天 绕 一 周 ， 其 比值 为 1:3337， 确 实 非 常 接近 4:3 
之 比 . 

大 一 些 的 孩子 可 用 计算 机 软件 包 来 模拟 行星 的 动力 学 .他 
们 能 学 习 月 球 的 运动 以 及 从 地 球 发 到 月 球 上 卫星 的 运动 .他们 
能 学 习 木 星 的 卫星 锁定 在 共振 轨道 中 的 方式 .他们 能 学 习 所 谓 
拉 格 朗 日 点 ,在 这 点 上 卫星 (或 其 他 宇宙 空间 移民 区 ) 处 于 月 球 
前 或 后 60? 稳 定 的 位 置 上 ,这 也 是 一 种 共振 . 

共振 对 动力 学 特别 重要 ,共振 导致 丰富 而 深奥 的 几何 学 , 它 
们 几乎 是 难以 置信 地 复杂 .图 9 中 大 圆 表示 正规 运动 ,大 图 之 疗 
二 级“ 岛 " 表 示 共 振 , 三 级 岛 表示 更 精细 的 多 重 雁 振 .意大利 面条 
状 的 交叉 表示 混沌 , 这 种 结构 在 越 来 越 小 的 尺度 上 无 限制 地 重 

[203] SPH. 
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图 9 周期 轨道 附近 的 分 形 结 构 ; 岛 表 示 各 级 的 共振 ,而 纠 继 在 一 起 的 线 
表示 混沌 区 域 . 


中 学 生 能 很 容易 搜寻 天 文 表 寻找 共振 的 证 据 , 这 项 工作 包 
括 用 分 数 、 小 数 . 计 算 器 .计算 机 的 大 量 练 习 . 它 表明 ,对 于 那些 
从 数学 视角 来 看 世界 的 人 ,简单 的 数学 是 如 何 能 使 他 们 产生 深 
刻 的 见识 前 ， 

共振 往往 产生 混沌 ,图 9 具有 一 种 特殊 的 扰动 特性 , 那 就 是 
自 相似 性 ,也 就 是 每 一 个 岛 均 具有 相同 的 复杂 性 ,实际 上 同 整 个 
图 形 具有 一 样 的 定性 形式 ,这 种 复杂 的 自 相似 的 结构 并 不 是 一 
些 疯 狂 的 数学 家 的 梦 属 , 它 在 现实 中 的 确 出 现 . 

我 们 能 让 12 岁 左右 甚 至 更 小 的 孩子 懂得 自 相似 性 的 概念 
以 及 相关 的 分 形 几 何 的 思想 , 这 个 主题 可 以 通过 自然 界 的 实例 
来 引入 .海岸线 .叶子 . 荐 类 植物 等 . 其 次 ,分 形 像 康 托 尔 集 、 雪 花 
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以 及 龙 形 曲线 . 它们 的 计算 机 模型 可 以 画 出 来 并 对 其 模式 加 以 


分 析 . 分 形 结构 的 自 相 似 性 的 概念 可 以 很 容易 地 由 这 些 例子 发 
展 出 来 ,甚至 小 孩子 也 能 理解 分 维 ( 维 数 不 一 定 是 整数 维 ) 的 想 
法 . 


间隔 和 成 团 


另 一 个 天 文 之 说 一 一 小 行星 带 的 间隔 也 以 共振 为 其 突出 特 
点 , 它 与 我 们 原来 的 流星 问题 直接 相关 . 大 多 数 小 行星 在 火星 和 
木星 轨道 之 间 绕 太阳 转动 ,但 也 有 少数 十 分 将 近 太 阳 . 不 过 ,小 
行星 的 轨道 并 不 在 火星 和 本 星之 间 均 匀 分 布 ,它们 的 轨道 半径 
保 集 在 某 些 值 处 而 远离 其 他 数值 (图 10). 美国 天 文学 家 上 丹 尼 
尔 ' 寇 克 伍 德 {Daniel Kirkwood KAZE 1860 年 左右 使 大 家 注意 
到 这 种 均匀 性 的 缺乏 .他 还 注意 到 最 明显 的 间隔 的 令 人 好 奇 的 
特点 :假如 小 行星 的 绕 太 阳 运 行 轨道 在 这 些 寇 克 伍 德 间隔 之 中 ， 
它们 的 轨 章 周期 就 会 同 木星 的 轨道 周期 共振 .结论 是 ,与 木星 共 
振 会 扰动 该 轨道 上 任何 天 体 ,产生 革 种 不 稳定 性 ,把 它 赶 出 一 段 
PPR ,使 得 共振 不 再 发 生 , 木 星 的 特殊 作用 用 不 着 大 惊 小 怪 , 因 
为 比 起 其 他 行星 来 ,木星 的 质量 太 大 .最 新 的 数据 表明 ,间隔 是 
非常 明显 的 ,特别 是 共振 2:1,3:1,4:1,5:2 和 7:2. 另 一 方面 ， 
在 3:2 共 固 姓 ,存在 一 团 小 行星 一 一 希 尔 达 群 . 因此 稳定 性 不 单 
是 共振 的 问题 , 它 依赖 于 共振 的 类 型 ,这 仍然 是 紧张 研究 的 
问题 


ae. —— a Ae 
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图 10 小 行星 分 布 中 的 间 卫 和 成 团 揭示 出 与 本 量 软 道 周期 的 共振 . 
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最 近 用 计算 机 计算 “表明 ,小 行星 的 绕 行 轨道 的 距离 如 果 
同 本 星 引起 3:1 的 其 振 ,那么 其 轨道 或 者 大 致 接近 圆 形 ,或 者 是 
KHK, ,得 轴 很 短 的 椭圆 .如 果 一 个 小 行星 的 轨道 充分 梓 长 ， 
就 要 和 火星 的 轨道 相交 .每 次 它 与 火星 轨道 相交 , 它 就 有 可 能 更 
加 靠近 火星 ,因为 它 的 轨道 受到 剧烈 扰动 .最 后 , 它 离 火星 太 近 
了 ,就 会 被 送 上 一 个 完全 不 同 的 轨道 .因此 ,出 现 3:1 处 的 寇 克 
伍德 间隔 ,这 旦 因为 火星 把 它 打扫 干净 而 不 是 本 星 的 作用 . 木 插 
只 是 引起 共振 , 它 使 得 小 行星 轨道 与 火星 相交 ,然后 火星 就 把 它 
器 到 孤零零 的 地 方 .本 星 开 球 ,火星 得 分 . 

使 火星 把 小 行星 扫 在 一 起 的 同样 机 制 也 使 得 流星 到 达 地 球 
轨道 .与 木星 3:1 共振 似乎 是 把 流星 从 小 行星 带 搬 到 地 球 轨道 
土 的 主要 原因 ,如 果 它 撞 上 地 球 , 它 就 在 我 们 这 颗 行 星 的 大 气 中 
燃烧 .这 个 在 火星 和 木星 之 间 小 行星 的 宇宙 足球 比赛 决定 蒜 
RSH a (Am BT BE) ERA THEAS. RIR 
难 再 找到 更 富有 戏剧 性 的 例子 来 说 明 整 个 太阳 系 的 李 质 统一 
性 ,也 难 找到 变化 之 间 相 互联 系 的 更 好 例子 . 


老虎 的 条 纹 


RRE H SE FZ (William Blake) #2) % BEAT i: “+E REO AB 
朽 的 手 或 眼 敢于 造 出 你 那 可 怕 的 对 称 性 ?" 虽 然 布莱克 没有 在 专 
门 的 意义 下 使 用 “对 称 性 "这 个 词 ,但 对 称 系统 的 行为 在 老虎 条 
纹 的 本 性 上 的 确 有 突出 的 表现 . 

对 称 性 在 我 们 科学 地 理解 宇宙 上 是 最 基本 的 .3 蝇 体 的 对 
称 性 不 仅 用 来 对 它们 的 形状 进行 分 类 ,而 和 且 还 决定 它们 的 许多 
性 质 .许多 自然 的 形态 一 一 从 海星 到 雨滴 ,从 病毒 到 星系 ,都 有 
掠 人 的 对 称 性 .人 造 的 物品 也 力图 共有 对 称 性 ;圆柱 形 管道 , 浪 
板 , 方 合 RRR, ADER. 

在 数学 物理 的 流行 观念 中 ,对 称 的 原因 产生 对 称 的 结果 长 
期 以 来 是 一 个 标准 的 原则 . RRR +B A Pierre Curiey? 简 洁 地 陈 
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述 这 条 原理 :6 假如 某 些 原因 产生 某 些 结果 , 则 原因 中 的 对 称 性 
要 在 产生 的 结果 中 再 现 ." 这 条 原理 似乎 十 分 自然 ,可 是 它 对 吗 ? 
这 个 问题 十 分 微妙 , 它 不 仅 涉及 “对 称 性 "的 意义 ,而且 还 涉及 
“原因 "和 “结果 "的 意义 

最 近 科学 家 和 数学 家 越 来 越 感到 , 斋 里 所 陈述 的 命题 的 一 
个 重要 方面 是 错 的 ,因为 对 称 的 系统 有 可 能 表现 出 不 对 称 的 行 
为 .这 个 现象 称 为 对 称 破 挟 , 它 是 从 天 文学 到 动物 学 中 许多 物理 
系统 中 模式 形成 的 重要 的 根本 机 制 .对 称 破 缺 的 数学 理论 提供 
了 强 有 力 的 方法 来 分 析 对 称 系统 如 何 表现 ,而 且 它 可 应 用 于 整 
个 科学 领域 的 各 门 学 科 .了 


居 里 是 对 的 


告 一 看 ,届时 的 命题 “显然 "是 对 的 ,如 果 一 个 完美 的 球形 行 
星 产 生 海 洋 ,海洋 就 肯定 应 该 一 样 深 ,从 而 海洋 本 身 也 是 一 个 
球 .行星 的 球形 对 称 性 在 其 海洋 相应 的 球形 对 称 性 中 得 到 反映 . 
要 是 没有 任何 产生 不 对 称 性 的 原因 ,海洋 凸 出 并 不 一 样 , 那 就 显 
得 十 分 奇怪 . | 

另 一 方面 ,假如 行星 自转 ,这 就 打破 了 球形 对 称 , 而 代 之 以 
绕 自 转轴 的 圈 形 对 称 ,那么 海洋 就 会 在 赤道 上 突起 ,保持 圆 形 对 
称 性 .是否 这 就 是 对 称 行为 的 典型 表现 呢 ? RRB. 


居 里 是 错 的 


居 里 的 原理 似乎 是 显 热 的 ,但 是 它 的 确 需 要 十 分 仔细 地 加 
以 解释 ,因为 有 许多 对 称 系 统 它 的 行为 比 起 整个 系统 来 对 称 性 
Bs .例如 一 个 完全 的 圆柱 ,例如 管状 金属 支 杆 ,用 足够 大 的 力 
米 压 缩 , 它 就 会 变 曲 变形 .弯曲 变形 并 非 是 由 力 引 起 的 对 称 缺 失 
的 后 果 ,甚至 当 力 完全 沿 着 管 轴 作 用 ,保持 关于 该 轴 的 转动 对 称 
性 时 , 管 支 杆 仍 会 读 曲 变形 .弯曲 后 的 圆柱 体 不 再 是 圆柱 形 的 ， 
这 就 是 “ 麻 曲 ”的 意义 .同样 ,图 11 表示 通过 球 对 称 的 压缩 力 引 
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起 的 压 弯 的 球 壳 的 计算 机 图 象 ,可 以 看 出 压 守 的 状态 是 图 对 称 
的 而 不 是 球 对 称 的 ， 

重要 的 是 ,理解 这 些 系统 中 对 称 性 的 丧失 不 仅 是 由 小 环 疫 
造成 的 :甚至 在 理想 化 的 完全 的 数学 系统 中 也 存在 非 对 称 解 . 实 
际 上 ,这 样 一 个 “完美 的 "系统 在 很 大 程度 上 控制 对 称 性 如 何 破 
缺 .不 过 ,下 间 在 精确 选择 对 称 性 在 哪里 破 缺 起 着 重要 的 作用 . 
例如 , 当 一 个 像 图 11 中 的 球 那样 的 完美 系统 压 弯 时 , 贺 对 称 
轴 可 以 是 原来 球 中 任何 一 条 轴 ,对 于 不 完美 的 系统 , 某 些 轴 更 


图 姓 ” 均 与 球 壳 在 均匀 的 外 界 压 力 下 产生 的 对 称 疏 缺 的 弯曲 变形 PRE 
以 柱 对 称 的 方式 弯曲 变形 . 


可 取 , 这 是 由 于 它们 的 位 置 与 球 壳 的 薄弱 环节 有 关 . 不 过 ,不 管 
哪 种 情形 ,被 压 夺 的 球面 的 一 般 形状 基 一 样 的 . 

在 这 种 意义 下 ,对 于 真实 的 物理 系统 ( 它 必定 是 不 完全 的 )， 
居 里 原理 或 许 是 对 的 ,但 对 于 理想 化 的 模型 , 它 肯 定 不 对 .然而 
在 这 种 情况 下 ,与 其 说 去 试图 挽救 居 里 原理 ,还 不 如 去 理解 完全 
理想 化 的 对 称 系 统 如 何 产生 出 对 称 性 更 差 的 机 制 更 可 取 , 这 称 
为 对 称 性 玻 读 . 它 似 乎 是 自然 界 中 包 种 类 型 的 模式 形成 的 不 电 ， 
它 具 有 非常 确定 的 数学 结构 可 用 来 理解 这 种 过 程 . 


图 12 “突变 机 "不 难 用 卡 纸板 和 橡皮 带 造 成 .把 半径 3 厘米 的 厚 卡 纸板 
西 盘 用 图 条 和 纸 垫 图 固定 在 木板 上 .在 关 近 图 盘 边 缘 安 装 舅 一 个 
图 钉 ,针尖 朝 上 .在 这 个 图 钉 上 装 上 两 条 橡皮 带 , 它们 在 没有 拉 长 
时 长 度 为 5 厘米 .把 其 中 一 条 国定 在 店 离 图 盘 中 心 12 厘米 的 一 点 
上 ,而 另 一 条 的 端点 可 以 沿 着 中 心 线 自由 移动 .例如 ,如 图 所 示 把 
它 挫 在 一 根 铅笔 上 ,你 可 以 用 手 使 馈 笔 秘 动 . 


什么 是 对 称 性 破 缺 的 原因 ? 答案 是 自然 系统 必定 是 稳定 
的 , 居 里 断言 对 称 系统 应 该 具有 对 称 状态 ,这 是 对 的 ,但 是 他 没 


能 讨论 它们 的 稳定 性 问题 .如 果 对 称 状 态 变 得 不 稳定 , 则 系统 还 
会 表现 出 另外 的 行为 ,而 这 些 行为 就 不 可 能 是 对 称 的 . 

对 称 性 是 怎样 “ 变 没 的 ”我们 用 一 个 例子 来 回答 这 个 问 
题 .1969 年 , 沃 瑞 克 大 学 的 克 里 斯 打 夫 : 齐 党 (Christophe Zee- 
man) 由 完全 不 同 的 理由 发 明了 “突变 机 "(图 12) .0 突变 机 
表明 除了 向 外 伸展 之 外 没有 更 多 的 对 称 性 破 缺 ,孩子 们 可 以 造 
一 个 并 用 它 做 实验 . 

整个 突变 机 具有 关于 中 心 线 的 反射 对 称 性 .如 果 你 开始 拉 
伸 没 国定 死 的 橡皮 带 , 系 统 服从 居 里 原理 ,仍然 保持 对 称 性 (图 
13a) .但 是 如 果 你 再 进一步 拉 长 橡皮 带 , 贺 盘 突然 开始 转动 ,可 
能 按 顺 时 针 方 向 转 , 也 可 能 接 道 时针 方 向 转 (图 13b) ,这 时 系统 
的 状态 玫 失 其 反射 对 称 性 ,对 称 性 已 经 破 缺 . 居 里 原理 不 再 成 
立 ， 


相当 大 的 张力 


图 13 拉 伸 检 皮 带 时 ,图 箱 的 对 称 位 置 (a) 变 得 不 稳定 .两 个 稳定 的 位 置 
出 现在 是 过 (hp) 和 (ce) -但 是 ,这 两 种 情形 都 没有 原来 图 形 的 对 称 
性 ,在 这 种 情况 下 .正如 在 自然 界 中 许多 其 他 例子 一 样 ,不 稳定 性 
BEER ERE . 
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那么 失去 的 对 称 性 到 哪里 去 了 呢 ?” 稳 稳 地 抓 住 析 皮带 ,把 
圆 盘 转动 到 另 一 边 对 称 位 置 上 (图 13e) ,你 就 会 发 现 , 它 就 停 在 
那里 .原来 的 单一 对 称 状态 现在 变 为 两 个 对 称 相关 的 状态 . 

这 就 是 对 称 性 破 缺 的 一 般 特 点 .系统 可 以 处 于 几 个 状态 ,每 
个 状态 都 可 由 整个 系统 的 一 个 对 称 从 其 他 状态 得 到 .例如 图 11 
中 的 压 弯 的 球 完 破坏 原来 球形 对 称 性 变 成 圆 形 对 称 性 . 圆 形 对 
称 性 总 是 关于 某 个 对 称 轴 出 现 的 ,这 从 图 中 可 以 明显 看 出 ,在 一 
个 “完美 的 "系统 之 中 ,任何 轴 都 是 可 能 的 .但 是 ,所 有 于 弯 的 状 
态 都 具有 同一 形状 ,它们 之 间 只 相差 球 的 运动 . 

孩子 们 仍 可 用 简单 的 实验 探究 对 称 性 破 缺 .他 们 可 以 压 逆 
料 尺 看 看 它 秆 么 时 候 变 弯 以 及 如 和 何 变 杰 .他 们 也 可 以 用 一 个 弹 
簧 让 杆 保 持 竖 直 . 杆 的 下 端 立 在 桌子 上 ,然后 在 杆 的 顶端 加 上 重 
草 , 观 察 它 偏离 或 者 压 杰 .他 们 可 以 用 可 弯曲 的 金属 片 造 一 座 
“ 桥 ” ,然后 在 桥 顶 加 上 重量 ,看 着 这 桥 垮 掉 . 

更 多 的 学 生 可 以 分 析 由 弹 赞 联结 两 个 刚性 杆 的 行为 ,这 些 
模型 都 自然 而 然 地 引出 关于 对 称 性 ,稳定 性 以 及 连续 变化 的 更 
精深 的 问题 .如 果 转 动物 体 的 重心 政变 , 它 会 如 何 运 动 ? 船只 是 
如 何 倾 覆 的 ? 对 这 些 变化 模型 的 分 析 需 要 引进 大 量 的 几何 知 
识 .例如 ,曲线 的 切线 和 法 线 , 重 心 甚至 于 坐标 变换 ， 

我 们 还 可 以 考虑 更 常见 的 例子 ,如 通过 贺 形 截面 软 管 的 水 
流 ,想象 把 软 管 冬 直 地 悬挂 起 来 OT ,水 流 平稳 地 通过 它 . 
这 个 系统 关于 通过 软 管 中 心 的 垂直 轴 呈 圆 形 对 称 . 的 确 , 假如 水 
流速 度 足 够 慢 , 软 管 保 持 在 垂直 的 位 置 .仍然 保持 圆 形 对 称 . 

但 是 ,假如 把 水 龙 沁 开 得 更 大 , 软 管 就 开始 播 动 .实际 上 一 
共有 两 种 手动 ,一 种 是 像 摆 一 样 左右 摆动 , 另 一 种 是 兜 次 圆圈 ， 
喷 出 的 水 成 螺旋 形 . 当 孩 子 清洗 家 用 汽车 时 ,常常 观察 到 同样 的 
效果 .这 两 种 播 摆 都 趟 具有 关于 垂直 轴 的 图 形 对 称 .实际 上 , E 
们 以 两 种 方式 破坏 这 种 对 称 性 ,它们 还 破坏 另 一 种 不 太 明 显 但 
非常 重要 的 对 称 性 :关于 时 间 的 对 称 性 .原来 平稳 的 流动 在 每 一 
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时 刻 看 起 来 都 完全 一 样 ,而 探 动 的 水 流 就 不 一 样 .但 是 ,时 间 对 


称 性 并 没有 完全 丧失 ,两 种 摆动 都 是 周期 运动 ,因此 ,在 局 期 的 
整数 倍 的 时 刻 来 看 ,看 起来 完全 相同 .这 表明 平稳 状态 的 连续 的 
时 间 对 称 性 退化 成 周期 1 的 离散 对 称 性 . 

对 称 性 破 缺 在 生物 学 中 很 重要 . SERIE RARE OB AE, 
它 分 裂 为 两 个 细胞 ,球形 对 称 性 被 破坏 .在 生育 的 后 期 阶段 (图 
14), 叉 形成 球形 对 称 的 细胞 团 一 一 费 胚 ; 它 首先 发 育成 圆 形 四 
RUB). AR ABE ME, Rie MMA. EAA nt 
称 性 . 

从 数学 上 讲 , 在 诛 肠 有 蚜 期 一 个 圆 形 凹 痕 的 发 育 同 球 过 压 弯 
(图 11) 完 全 类 做 .这 表明 对 称 破 缺 现 象 的 完全 不 同 的 物理 实 
现 ,可 能 上 共有 同样 基础 的 数学 结构 .由 此 ,明显 可 以 看 出 ,数学 对 
科学 的 统一 作用 ,而 这 只 是 数学 最 突出 最 重要 的 特点 之 一 . 

这 直接 引导 到 推动 我 们 研究 的 问题 :为 什么 老虎 它 其 有 大 
BARA ABR? 布莱克 不 朽 的 诗篇 并 没有 给 我 们 
提供 有 用 的 线索 . 


图 灵 的 老虎 


关于 老虎 有 条 纹 的 理论 可 以 追溯 到 阿兰 -图 灵 (Alan Tur- 
ing) ,他 更 以 现代 计算 的 莫 基 人 物 而 著称 ,图 灵 知 道 , 化 学 变化 
产生 颜色 的 变化 .引起 条 纹 产 生 的 不 一 定 是 真正 的 有 色 物 质 , 而 
更 像 是 它 的 前 体 , 它 在 老虎 发 育 的 较 早 阶段 就 已 形成 ,其 后 引发 
产生 条 绞 的 一 系列 化 学 变化 .不 过 ,生物 学 上 的 细节 (有 些 仍 有 
争议 ) 对 我 们 并 不 重要 .我 们 的 自 标 只 是 用 我 们 熟悉 的 题目 来 说 
明 模 式 形成 的 某 些 简单 而 普遍 的 数学 机 制 . 

图 灵 写 下 这 类 化 学 变化 的 方程 .” 他 求 出 其 数值 解 , 并 把 结 
果 绘 成 图 .他 经 常 拉 住 他 的 朋友 给 他 们 看 这 些 图 ,其 中 有 些 画 上 
有 有 条纹, 其 他 的 有 不 规则 的 斑 块 .图 灵 会 颇 为 激动 地 问 :“ 这 些 看 
来 不 像 母 牛 身上 的 标记 吗 ?” 
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站 在 巨人 的 肩膀 上 
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14 ” 蛙 胚 发 育 过 程 中 对 称 性 的 创造 和 破坏 : 球 对 称 破坏 ,然后 又 得 到 恢 
[211] 复 ,接着 又 破坏 形成 圆 形 对 称 ,再 形成 双 侧 对 称 ， 


一 244 一 


we. 


他 的 计算 表明 , 像 条 纹 或 斑点 可 以 由 一 种 不 稳定 的 机 制 产 
生 . 想 象 一 张 平面 ( 数 党 的 虎 皮 ) 均 名 分 布 某 种 化 会 物 , 随 着 时 间 
流逝 ,这 就 会 产生 颜色 均匀 的 老虎 ,全 都 是 灰 褐 色 , 更 像 一 只 山 
郑 . 但 是 化 合 物 的 分 布 不 一 定 保持 均匀 , 它 能 发 生变 化 .化 合 物 
能 有 两 种 类 型 的 变化 ,化 合 物 可 以 在 某 些 地 方 发 生 反应 ,反应 从 
一 个 地 方 到 另 一 地 方 扩 散 

这 两 点 变化 互相 竞争 ,化 学 反应 力图 改变 化 合 物 的 比例 , 扩 
散 力图 使 化 合 物 处 处 均匀 .数学 表明 ,如 果 不 同 影响 互相 竞争 ， 
结果 常常 达成 某 种 妥协 .这 里 最 简单 的 妥协 就 是 均匀 分 布 的 化 
合 物 开始 形成 涟 满 .假如 不 稳定 只 在 一 个 方向 上 产生 ,出 涟 满 只 :212] 
向 一 个 方向 ,我 们 就 得 到 条 纹 ,假如 沿 着 垂直 方向 又 出 现 男 一 种 
不 稳定 性 , 则 沿 着 条 纹 本 身 也 出 现 小 的 波动 ,并 分 解 成 斑点 (图 
15) .老虎 与 豹 的 根本 差别 可 能 就 在 于 相互 竞争 的 不 稳定 性 . 


图 15 竞争 的 化 学 力 慎 致 不 稳定 ,图 (a) 中 ,一 个 方向 的 不 稳定 导致 条 纹 ， 
立 ( 乓 中 商 个 方向 不 稳定 ,把 条 纹 分 解 成 班 点， 


任何 学 校 的 化 学 实验 室 都 能 演示 ,能够 生成 周期 模式 (螺旋 
线 目 标 模式 ) 的 化 学 反应 { 图 16) .其 中 最 著名 的 是 所 谓 帆 留 索 
K (Belousov)-—~4FL £3 1E Wi HE (Zhabotinskii) 反应 . 沁 学 生 们 可 以 分 
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[213] FREAK 求 其 数学 结构 .( 例 如 它 是 一 种 什么 样 的 螺旋 线 ?) 
它们 也 可 以 用 计算 机 软件 包 来 解 不 同形 状 区 域 的 反应 一 扩散 方 
程 ,看 看 出 现 哪 一 种 模式 (图 17). 


图 16 由 反应 (改变 化 合 物 的 成 分 比例 ) 和 扩散 (恢复 均匀 性 ) 两 种 互相 冲 
突 的 作用 在 化 学 反应 中 创造 出 螺旋 形 涡 卷 波 . 


4 


图 17 小 孩 利 用 简单 的 计算 机 软件 包 也 能 探索 不 同形 状 区 域 中 的 反应 一 
扩散 . 


= 


由 反应 和 扩散 的 竞争 所 形成 的 模式 提供 了 对 称 性 破 缺 的 良 
好 范例 .化 合 物 的 初始 的 均匀 分 布 比 条 纹 或 斑点 或 螺旋 有 更 大 
的 对 称 性 . 对 称 性 破 缺 是 自然 界 的 模式 极为 共同 的 来 源 .除了 模 (214) 
式 变化 之 外 ,对 称 性 破 缺 还 有 什么 别 的 东西 ? 
控制 上 色 的 化 合 物 如 何 通过 老虎 尾巴 扩散 的 计算 机 模型 产 
生出 看 来 真实 的 斑点 分 布 ( 图 18) .长 而 细 的 条 纹 要 上 比 短 而 粗 的 
条 纹 更 不 稳定 ,更 容易 分 解 成 斑点 .这 个 数学 结果 有 助 于 解释 
我 们 通常 观察 到 的 事实 :有 斑点 的 动物 可 能 有 一 条 有 条 纹 的 尾 
巴 ,可 是 有 条 纹 的 动物 决 不 可 能 有 带 斑 点 的 尾巴 . 


Bee Toa k E 


| 


图 18 动物 皮肤 上 的 模式 的 计算 机 模型 表示 现实 见 到 的 结果 ,它们 还 表 
示 窑 长 条 纹 通常 分 解 成 现 点 . 


结 论 


变化 是 对 每 个 人 有 直接 影响 的 现象 , 它 影响 个 人 生活 、 国 民 
经 济 乃 至 整个 行星 的 未 来 .直到 最 近 , 我 们 对 于 变化 的 理解 大 都 
来 自传 统 的 工具 微 积分 以 及 更 高 级 相关 数学 ,而 且 局 限于 物理 
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科学 ,因为 物理 科学 中 可 以 进行 精确 的 数值 测量 . 

计算 袖 一 开始 用 来 推广 徽 积 分 的 方法 ,使 之 可 能 去 求解 更 
困难 的 问题 .“ 嘎 扎 蚌 扎 地 计数 "形象 地 说 明 这 种 方式 .但 是 , 当 
今 的 计算 机 比 起 嘎 扎 嘎 扎 地 计数 来 要 能 干 得 多 得 密 ,特别 是 它 
们 可 以 用 图 象 来 表示 数据 和 处 理 数据 ,同时 今天 数学 的 另 一 项 
发 展 是 远 远 超 出 只 是 讨论 数 的 范围 , 它 还 讨论 结构 的 特征 ,多 维 
空间 ,变换 ,形状 ,形式 等 等 , 简 而 言 之 就 是 寞 式 ， 

当 微 积分 发 明之 时 , 它 同 几何 携手 一 起 发 展 .经 过 几 个 世 
纪 , 几 何 的 推理 被 更 强 有 力 的 ,但 信息 更 少 的 解析 方法 所 取代 . 
公式 受到 更 多 强调 .现在 当 我 们 深入 到 单 有 公式 也 无 能 为 为 的 
领域 时 ,我 们 又 回来 强调 几何 ,不 过 这 并 不 是 那 种 通常 学 校 教 的 
几何 中 那 种 不 自然 的 形式 推理 ,而 是 空间 和 形状 的 几何 一 一 看 
得 见 的 几何 . 

数学 涉及 许 包 基本 的 技巧 ,它们 常常 表现 为 互相 补充 的 方 
法 来 提供 解决 同样 的 问题 两 个 不 同 的 方法 ; 

ox BHM WA; 

全 代 数 的 和 几何 的 ; 

全 形式 的 和 实验 的 ; 

OHREN; 

曾 分 析 的 和 综合 的 ; 

鲁 算法 的 和 存在 的 ; 

旬 概 念 的 和 计算 的 . 

数学 一 一 模式 的 科学 一 一 本 身 也 正在 经 历 着 变化 .为 了 我 
们 的 未 来 ,我 们 必须 把 数学 同 变化 的 模式 紧密 地 联系 在 一 起 .为 
此 ,我 们 必须 改变 数学 教学 的 方式 ,为 的 是 培养 起 来 能 够 感知 和 
处 理 新 模式 的 新 一 代 . 
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托马斯 MRA ” 曾 任 布朗 大 学 数学 系 教授 23 年 之 久 . 
1960 年 由 圣母 大 学 毕业 ,1964 年 由 加 州 太 学 伯克利 分 校 歼 博士 
学 位 .他 曾 在 阿姆斯特丹 大 学 任 语 尔 布 赖 特 研 究 员 以 及 在 哈佛 
大 学 任 本 杰 明 皮尔 斯 讲座 教师 . 班 卓 夫 著 有 大 约 50 篇 (部 ) 论 
MASS, 主要 论述 几何 学 ,其 中 许多 具有 计算 机 图 形 学 做 的 插 
图 .他 与 查理 土 , 施 特 劳 斯 合拍 的 影片 “ 超 立 方 体 :投影 和 切片 ” 
曾 获 国际 多 种 奖 . 班 卓 夫 最 新 著作 《超越 第 3 维 :几何 学 ,计算 机 
图 形 学 和 更 高 维 数 } 已 作为 《科学 美国 人 从 书 j 之 一 出 版 . 1988 
年 ,他 曾 获 数 学 论述 的 莱 斯 特 福特 奖 ,并 获 狄 金森 学 院 的 约法 
夫 : 普 里 斯 特别 奖章 . 


eM 从 1969 年 起 ,他 任 马里 兰 大 学 (学 院 公园 ) 课 
程 和 教育 以 及 数学 教授 .他 由 威斯康星 大 学 获得 数学 学 士 学 位 ， 
其 后 获 数学 教育 硕士 学 位 .1968 年 由 哥伦比亚 大 学 教师 学 院 获 
数学 教育 博士 学 位 .在 马里 兰 大 学 , 费 教 数学 的 内 容 与 方法 课 
程 ,上 且 的 是 培养 教 中 学 数学 的 未 来 的 和 在 职 教师 .他 的 主要 研究 
兴趣 是 发 展 改革 的 数学 课程 .过 去 十 年 工作 集中 于 开发 使 用 计 
算 器 和 计算 机 为 学 习 和 解决 问题 工具 的 课程 . 费 是 1992 FE 
NCTM 计算 器 年 鉴 的 编辑 ， 


KEM 是 普尔 杜 大 学 的 统计 学 教授 ,从 1967 年 起 他 
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在 那里 任职 .他 由 普林斯顿 大 学 菊 学 士 学 位 ,由 康 奈 尔 大 学 获 博 
土 学 位 , 莫 尔 写 过 多 篇 研究 论文 和 几 本 书 ,是 许多 顶尖 期 刊 的 编 
辑 . 曾 是 国家 科学 基金 会 的 统计 学 计划 负责 人 .他 是 美国 统计 学 
协会 和 数理 统计 研究 所 的 研究 员 ,还 是 国际 统计 学 会 成 员 . 莫 尔 
对 统计 学 教育 有 持续 的 兴趣 ,例如 ,他 是 公共 广播 公司 的 电视 教 
材 “ 对 抗 机 遇 : 统计 学 内 幕 "的 执笔 者 ,他 还 是 广泛 使 用 的 初级 
教科 书 4 统 计 学 实践 导论 》 的 作者 之 一 以 及 《统计 学 概念 和 争论 》 
的 作者 . 


HFM- EAER 1965 年 由 惧 利 诺 技 术 学 院 获 得 博士 学 
位 ,她 从 1966 年 起 在 斯 密 司 学 院 教 课 , 现 任 路 易 斯 ' 沃 尔 夫 ' 卡 
FC Louise Wolff Kahn) 讲 座 教授 ,她 的 研究 领域 是 数学 结晶 学 ， 
这 是 一 个 器 多 领域 的 学 科 ,主要 集中 于 对 平面 和 空间 的 几何 模 
式 进 行 分 类 .特别 是 《晶体 的 对 称 性 : 非 正式 的 引 论 }? 的 作者 ,这 
是 一 本 给 物理 学 家 .数学 家 和 冶金 学 家 的 专著 ,她 男 外 的 专业 兴 
趣 还 有 科学 史 和 几何 学 教育 .她 同化 学 家 乔治 . 弗 莱 克 (George 
Fleck) 一 起 于 1973 年 组 织 第 一 届 对 称 性 活动 节 , 同时 是 对 称 
性 的 范式 》 的 编辑 之 一 ,这 是 该 节 上 的 论文 集 .1984 年 ,他 们 组 
织 跨 学 科 的 几何 学 活动 节 , 这 导致 文集 《用 多 面体 组 成 空间 》 回 
tt. 


ABR ASS 明尼苏达 州 诺 斯 费 尔 德 的 圣 ' 奥 拉夫 
学 院 数 学 教授 . 1965 年 由 麻 省 理工 学 院 获 得 博士 学 位 ,之 前 在 
爱 荷 华 州 的 路 德 学 院 获 学 士 学 位 ,斯 蒂 因 是 10 本 书 的 编者 或 作 
者 ,其 中 包括 4 人 人 都 会 算 》4 新 世纪 的 微 积 分 》《 今 日 数学 3》、 
《4 拓扑 学 的 反例 》 等 .他 在 4 教育 领导 》《 代 达 路 斯 》《 科 学 的 美国 
人 》 习 科学 新 闻 ) 和 《科学 )》 等 期 刊 上 发 表 许多 关于 数学 ,计算 机 
科学 和 数学 教育 的 文章 .他 是 明尼苏达 州 数学 动员 会 主席 之 一 ， 
还 是 4 美国 数学 月 刊 }? 的 图 书简 评 编 辑 以 及 大 学 数学 大 纲 委员 会 
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(CUPM) 主 席 .前 些 年 他 曾 任 美国 数学 协会 主席 ,美国 科学 促进 
会 A 组 (数学 ) 秘 书 以 及 数学 科学 成 人 补习 委员 会 主席 . 


伊 恩 * 斯 图 尔 特 ”1945 年 生 于 英格兰 的 柱 尔 克 斯 通 , 他 在 
剑桥 大 学 学 习 , 1966 年 获 学 土 学 位 ,后 去 沃 利克 大 学 ,于 1969 
年 获 捕 士 学 位 .他 曾 在 图 宾 根 大 学 .奥克兰 大 学 、 康 耐 提 格 大 学 
和 休斯敦 大 学 任教 ,现任 沃 利克 大 学 高 级 讲师 . 他 的 研究 领域 是 
非 线 性 系统 的 分 岔 理论 .他 写 了 大 量 书籍 ,其 中 包括 《近代 数学 
的 概念 《数学 问题 》《 上 帝 扼 仙 子 吗 ?》《 游 戏 、 集 合 和 数学 》， 
他 是 《数学 情报 员 》 的 欧洲 编辑 , 并 给 { 科 学 的 美国 人 》《 新 科学 
家 》 科学 ?撰写 数学 的 论文 ,他 的 专栏 《数学 大 观 》 定 期 发 表 在 
法 文 版 . 德 文 版 ,意大利 文 版 .西班牙 文 版 和 日 文 版 的 《科学 美国 
人 》 上 .他 还 参加 电视 工作 ,并 在 英国 广播 公司 定期 简短 的 广播 
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参见 Probability 
Cones WIE 
eH 32 
切片 48 
~ 
置信 
区 间 129 - 131; 参 见 


Bayesian inference, Classical 


drawing 
slicing 

volume of 14,15 
Confidence 


intervals 


inference, Inference, Signifi- 

cance testa 
statements MER 129,130 
Configuration spaces AWEZA 41 
-45 


Conic sections ”圆锥 曲线 48 


Connections, in mathematics KR, 
数学 中 的 5-7 

Conservation of energy “能量 守恒 
203 

Context, in statisties ”上下文 ,统计 
AY 96,101 

Continuity ”连续 性 Gl, Topology 


Continuous approximation to discrete 


phenomena MERN AE 
Sait 194 

Contour mapping #eRERESS 50 

Converging variation 收 敏 变化 72 

Convex deliahedra h ZA # BK 
155 


Coordinates ÆR 32,33,36- 45 
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descriptions Hte 41 

维 数 32 

geometry, in higher dimensions 
MILA 39 

graphs 图 象 75 

Correlation coefficient 
111 

Counting games ”计数 游戏 36 

Coxeter, H.S.M. 考 克 斯 特 158 

克 里 克 , = 

154,155 

Cross-sectional slices, determination 
of 横 截 切片 ,决定 47 

Crystals 晶体 155-157 

Cubes 立方 体 11,28,29,30,31, 
32,40,47 ,53,178 

counting of 计数 53-58 

drawing 绘制 28 


dimension 


相关 系数 


Crick, Francis 


in Froebel’s kindergarten 36 34 Il 
尔 幼稚 园 中 24 

isometric projection FERE 
28 

leaming tools ”学 习 工 具 157 - 
158 

orthographic projection FERYE 

28,29 


slicing 切片 47 

Cubic kaleidoscope “立体 万 花 简 
153 

Curie, Piere GH, IRA 206, 
207 , 208 

Curriculum ”课程 77,88, 92,95, 


136.171 — 180 

daa 数据 96-97 

design 设计 66 

development 发 展 66 

~ 的 未 来 66 

定量 化 技术 
62 - 65,77 - 79,92 

参见 Teaching 


Cyclical variation 


future of 


quantification skills 


FEI 72 
Cylinders El I 

~ MER 22 
绘制 32 

slicing 切片 47 


and discs 


drawing 


D 


Data 数据 95,9% - 97, 98, 99, 
100, 10E , 103, 104 

curriculum 课程 96-97 

definition of 一 的 定义 96 

experiment 实验 112 

AR 113 

numbers in context 在 上 下 文中 
的 数 96 

Data analysis 318 4) $7 
=~ 111,125,119,126 

teaching of - 的 教学 

Data bases ”数据 基 65 


measurement 


102, 103 


112 


Data production ”数据 产生 102, 
103,111 — 118,135 
Decomposition 分解 
models 模型 17 - 18,47,49 


slicing YF 46-50 


Decorated cubes {tfi u Atk 
Density 密度 16 
Deterministic ”决定 沦 的 
chaos 混沌 ”195 
phenomena, and change 现象 ,和 
it, 8; 251 Change 
诊断 方法 99 
Difference equation (dynamic) 差分 
方程 (动力 学 的 ) 193,196 
油分 方程 


153 


Diagnostic methods 


Differential equations 
105 
Dimension SE 8% 11, 12, 13,25, 
30, 31, 32, 33, 36, 37, 39 - 
44,49 53,58 ,62,91 
Dimensional analysis 因 次 分 析 
QI 
Dimensionality HERTE 
~ 和 变化 8 
configuration spaces 位 形 空间 
44 - 46 
dynamic events 动力 事件 44- 
46 
similarity 


and change 


相似 性 ”20 

ER 11, 12,13, 25, 
30, 31, 32, 33, 36, 37, 39 - 
44,49,53,58,62,91 

Direct and inverse variation 正 变化 
AE 72 

Direction-giving 给 定 方 向 

as part of leaming ”做 为 学 习 的 一 
部 分 3-0 

KAS BK 
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Dimension 


Dirichlet domains 


156,157 
Discontinuities ”不 连续 性 200 
离散 


mathematics 


Discrete 
数学 184 

system, dynamic 动力 系统 193 
Displaying data 显示 数据 27,28, 


104 - 105 
boxplots 框图 104,108 
for children EF] ~- 105 
drawing 绘图 164 
graphic displays HREF 104 


histograms EB 104 
mathematical models “数学 模型 
104 
stemplots FER 104 
参见 Computers and computing, 
Representation, Visualization 
Dissection 前 分 158- 160 
Distribution pattems “分布 模式 
105 
DNA RRR 148,154 
Double helix IKRE 148 
Dr. Matrix 矩阵 博士 ”6 
Draf lottery (1970) 征兵 抽签 
(1970) 132-134 
Drawing i 
cubes 立方 体 28 
as representation of shape ”做 为 形 
状 的 表示 164-~ 166 
参见 Cubes, Displaying data 
Dynamical systems ”动力 系统 
— 194 


192 
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E 


Earth, as two-dimensional surface 
地 球 ,做 为 二 维 曲 面 37 

Edgerton, Samuel RHA, ESE AK 

168 - 170 

Egyptian monuments, as geometrical 
examples ”埃及 建筑 ,做 为 几 
HAF 20-21 

Electron microscope ”电子 显微镜 
171 

Elements QA} 141,176 

Elevator geometry ”电梯 几何 学 39 

Equations 方程 70 

Escher, M.C. SR 165 

Euclid SKIL 7,43, 64,77, 
139,140 - 141,175,176 

Euler's Theorem 欧 拉 定 理 161 

Evolution, of number system ”演化 ， 
数 系 的 74,81 

PARA 199 

Experimentation, in place of proof 
实验 化 ,替代 证 明 185 

Exploratory data analysis ”探查 数据 
分 析 41,76,104 

Exponential growth 指数 增长 
190,191,197 


Executive toys 


F 


Fermat's principle 475 & 
179 


Fields WE 84 


人 


Flatland FEI) 30,49 
Foreshortening 前 缩 
in cube drawing 3 A {KES WP 
的 ~ 28.31 
参见 Cubes 
Fourdimensional cubes MH A 
t 30:# Hypercube 
Fourth dimension 第 四 维 13,23, 
30 
Fraclals 分 形 25- 26,143,204 
Froebel, Friedrich FB 25 0% , IEF 
德里 希 11- 12,14,15,17, 
24,28 ,31,46,47,58 
Fruit fly experimem ŒH Z i 
195 
Fundamental change ”基本 变化 7 


G 


Galileo {MPR 7, 168, 169,170, 
198 

Gauss 高 斯 2,51,87 

Geometric gifts, Froebel's 98 #4 Ul 
尔 的 几何 礼物 14,46, 47, 
38 

Geometric JL {0} ÉJ 

pallens 模式 139 

preparation of students ”学 生 的 准 
备 20 

series 级 数 站 

Geometry 几何 1,2,.11,12, 13, 
14, 17,22, 25.26.32,35.37, 
38,3943 ,50,173 


analytic 解析 ~ 13 

and children ~ 和 孩子 们 11 

implications of new approach 新 
方法 的 后 果 215 

plane 平面 ~ 12 

in schools 学校 中 的 - 174 - 
176 

solid fk- 12,13 

Globes ABERIX 161 - 163 

Gombrich, E.H. PU BH 143, 
169 

Graphical representation ERER 
74-75, 108,109,191 

confidence intervals fa E al 
129; Æ W Computers and 
compuling, Displaying data, 
Representation , Visualiza- 
tion 

Greek mathematicians ”希腊 数学 家 
16, 64, 74, 140 - 141, 168, 
175 

Grouping 分 组 55 

Growth 增长 

exponential 指数 ~ 25, 190, 
191,197 

faetors HF 25 

linear 线性 190 

model 模型 190 

phenomena, and change US #0 
变化 190 

Grinbaum and Shepherd $A #4 AR 
HARE 149 
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Grinbaum, Branko HAKALA, 77 2 
科 139,164,165 


H 


Harriot, Thomas 哈里 奥 ,托马斯 
169 

Re Built a Crooked House 《他 盖 了 了 
一 所 弯曲 的 房子 》 30 

Heinlein, Roben WAFA, P fh 
特 30 

Helix WER 147-148 

Hexahedra ATK 160 

Higher dimensional spaces 
fal 39 

Hindu mathematicians 印度 数学 家 

74 

Hypercube MWA 30-31,32, 
40,50, 53 - 56 

The Hypercube: Projections and Sic- 
ng 《起 立方 体 : 投影 和 切 
片 } 50 

Hyperion FIRES 203 

Hypersphere MIÈ 49 

Hypothesis testing (PRR 


I 
二 十 面体 


高 维 空 


134 


leosahedron 
165 

Image reconstruction 图 象 重建 
166 - 167; 参见 Representa- 

Symmetry, Topology, 


Visualization 
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155, 164, 


tion, 


Independent trials ”独立 试验 118, 
119 
Inductiin 归纳 见 Mathematical 


Natural numbers 
and integers, Principle of Fi- 


induction, 


nite Induction 
Inequalities “不等式 70 
EBT «98, 102,103, 112, 
122, 126, 127 - 1M; BR 
Chance, Confidence intervals, 
Significance tests 


Inference 


Instruction-giving, as part of learning 
给 出 指令 做 为 学 习 的 一 部 
分 36-37 
Integers 49% W, Natural numbers 
and integers 
Isometric projection, for drawing 
cubes HERE, Ehi 
28; Cubes, Foreshort- 
ening, Orthographic projection 


J 
Jupiter 木星 201,205,206 
K 


Kaleidoscope 万 花 简 5,151 
exploration of symmetry 开发 对 
称 性 5 
Kelvin, Lord BURCH 61 
Kindergarten ”幼稚园 11, 17,24, 
28,47,58; ÆT Frorbel, Ce- 
ometric gifts 


Kirkwood gaps 
205 
纽 结 144,147 
Kolmogorov vague atractor 


BRAM SIF 185 


L 


we a 1h HE Al Bs 


Knots 


ARR 


Lagrange points RBHS 203 


Language of mathematics ”数学 语言 
8 
Latitude 纬度 37,39 
Lattice MF 155 - 158 
one-dimensional 一 维 - 156 
two-dimensional 二 维 ~ 156- 
157 
three-dimensional Z4 ~ 157 
-158 
Law of Large Numbers 大 数 定 律 
125 
Law of Motion ”运动 定律 ”198 
Law of the Iterated Logarithm 3&1} 
对 数 律 “118 
Learning and Teaching Geometry 
《学 和 教 几何 学 》 175 
Least squafts regression 最 小 平方 
回归 1l 
L'Engle, Madeleine PRA. $ HH 
30 
Lenses ”透镜 163- 164; 参见 
Representation 


分 析 的 水 平 


Levels of analysis 
190 - 192 


Linear algebra ”线性 代数 ”62 ,65; 
参见 Algebra, Algebraic ex- 
pressions 

fa HR 

LOGO LOGO 37 

Longitude 经 应 37,39 

Lorenz atiractor fi ORG 
185,188 


198 


Logistic curve 


M 


Man-made patterns ATIE 148 
Mandelbrot set 曼 德尔 布 洗 集 
26,185 
Manipulatives 操控 14 
Mapping FRR 168 
of quantities MAJ- 90 
Maps “地 图 161, 162, 163; 参见 
Displaying data, Representa- 
tion, Visualization 
Mars 火星 205,206 
Mathematical 数学 的 
~ WR 3 
~ 作用 3 
~ 态度 3 
~ 属性 3 
~ 行为 3 
~ 分 类 141 
一 分 为 二 4 
~ 归纳 法 82-84 
变化 的 ~ 建 


abstractions 
actions 

altitudes 
attributes 
behaviors 
classification 
dichotomies 
induction 

modeling for change 

模 196 


models “~ 模型 109 - 111,161 
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— 163,178, 134,196 
~ 线索 4 
structures ~ 结构 3 
Mathematics “数学 
comparison with linguistics 
言 学 比较 14 
curriculum 课程 62,63,65,66, 
77,88,91 - 92,95, 96 - 97, 
136 
fundamentals of ~ 基础 3 
goals ~ eR 62,91 -92 
importance of early learning 早期 
学 习 的 重 变性 14 
informal arithmetic ” 非 正规 算术 
80 
maintaining rigor of old style 4% 
持 老式 的 严格 184 
pattem and order 模式 和 秩序 
1-2 
as a pipeline 做 为 管线 4 
public perception of 公众 的 1 
~ 和 科学 184 
atatistics in schools SR PASE 
计 学 95 -96,100 
variety in new approach 
的 多 样 性 184 
Mathematics of change ”变化 的 数学 
184 
levels of description ”描述 的 屋 次 
188 一 189 
Matrices EPE 63,65,87 
Maxims and minims SAE 


sirands 


与 请 


and science 


新 方法 


72 
EMA 96, 107,110, 119, 
125 


Measurement 


Mean 


测度 
of dimensions HERH- 14; 参 
Dimension as recurring 
theme in mathematics, 6; # 
i. Applications, Quantifica- 
lion 
Measuring 度量 
quantitative concepts 数量 概念 
;参见 Quantification 
volumes 位 积 14,15,16 — 
Median 中 位 数 107 
Meteorites ”陨石 198 
Mirror geometry 镜面 几何 t51- 
153, 参见 Geometry, Plane 
geometry, Solid geometry 
Mobius band ALE GBP 145 
Modeling RE 69; BI Condi- 
tional probability 
Models 模型 109,161 ~ 163,178, 
184, 参见 Displaying data, 
Representation 
N 


Naming 命名 
importance of technical names È 
得 名 称 的 重要 性 145-146 
of shapes 形状 的 ~ 145 
参见 Classification 
Natural 自然 


~ RAE 
82,84; 24) Principle of 
Finite Induction 


~ 模 臣 148: B51 Pat- 


numbers and integers 


paltems 
lerns 
Network problems and combinatorial 
properties ”网 络 问 题 和 组 合 
性 质 143-14 
Newton, Sir Isaac FER, RE 
士 7,198 
Normal distribution 
Number 4% 
~ 直线 33-35 
~ % 79-80,108 
~- 论 66 
~ 应 用 67.68-69 
Number systems SR 61,62,81 
-83,92 
algebraic and topological properties 
代数 性 质 和 折 扑 性 质 8 
evolution of ~ 的 演化 74,81 
future of ~ 的 末 来 88 
new 新 ~- 87 
Numerical ”数值 
experimentalion in change 
中 的 ~ 实验 194 - 196 
~ 运算 的 
~ 表示 73:88 
Displaying dala, Representa- 


正 态 分 布 109 
lines 

sense 
theory 


use 


变化 


operations 


representation 


tion, Visualization 
Numerology HAR 62 


0 


Orbiting pattems 轨道 模式 198 

Order. in numbers WF, BoP HY 
68 

Organic geometry 有 机 几何 185; 
参见 Geometry, Visualization 

Orientation of shape FEJE a al 

145 

月 本 折纸 151 

Orthographic projection 正 交 投影 

28,29; 25 Cubes, Drawing, 


Foreshortening, Isometric pro- 


Ongarmi 


jection 
Oscar H, King of Sweden $ Hi F 
二 所 ,瑞典 皇帝 199,200 
结果 97,98,99, 120, 
125; 参 见 Probability 
Outliers JER PL sk 100, 106, 
110 
Overall tends 整体 趋势 ”72 


Outcomes 


P 


Paper folding, as a leaming lool 拆 


纸 , 艇 为 学 习 工 具 150 - 
i51 

Parallelograms 平行 四 边 形 i6- 
17,21 

nen-aquare FEIEA HK ~ 29 

Pascal's iriangle ”帕斯卡 三 角形 
53 

Patterns 模式 
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in change ”变化 中 的 ~ 8,183 
in counting ”计数 中 的 ~ 56 

~ 生成 149 
identification of ~ 鉴别 1 

in mathematics ”数学 中 的 ~ 8 


formation of 


modeled by numbers ”由 数 建 模 的 
~ 61 

natural AR ~ 149; 参见 
Connections, Mathematical, 
Mathematics 

Pendulums #2 45 

Pentahedra 五 面体 160 

Perfect whole ”完全 ,整数 151 

Period-doubling cascade 周期 加 倍 
瀑布 185 

Permutations ”置换 55 

Phase +A 


portraits, multidimensional change 
~ 图 ,多 维 变 化 202 - 203 


space -E 201-202 
Pi, mathematical constant z, $i 
常数 15,23 
definition of x AEM 35 
estimation of n 的 估计 35-36 
Piaget EWR 144 
Place value 位 值 74,80 
evolution of ~ 的 演化 74 
notation 记 法 74 
numerals 数码 74 
Plane geomeiry 平面 几何 12,13, 
14; 25, Geometry 
Planes and surfaces ”平面 和 曲面 


36 

Planetary motion ”行星 运动 
206 

Poincaré, Henri BEMIS, FF] 2, 
199,200 - 202 

Polyhedra mfp 144, 145, 147, 
151,154, 155, 158, 159, 160, 
161,173,178 

-MHH 48 

SMH 63,81, 84, 
85,86,87; ÆW, Number sys- 
tems, Principle of Finite In- 
duction 

Polytopes ÆRE 158 

Popular Science 《大 众 科 学 》 106 

Population dynamics ”群体 动力 学 
189 — 198 

Predicting outcomes Ti SG R 
97,98,99: Æ Probability 

Prime factorization theorem & AF 
分 解 定理 84 

Principle of Finite Induction ARA 
纳 法 原理 ”492,83; 参 见 Nat- 
ural numbers and Integer, 
Number systems, Rational 
numbers, Real numbers 

Probability 概率 68,95, 98, 102, 
103, 109,110, 118 - 128, 132 


198 - 


slicing of 
Polynomials 


-136 

basics 基础 ”120 

conditional 条件 ~- 122-12, 
128 


~ 问题 


question 132 
mns i£ 120-121 
theory for children FEF {114 
~if 98-99 
Problem solving 求解 问题 99 
Procedural knowledge ”过程 知识 
73,78 — 79 


Properties 性质 
of number use 数 应 用 的 -~- 69 
of reflected shape 到 射 图 形 的 - 


151; 2 H Shape, Symme- 


try 

Provided daa ”提供 的 数据 112; 
参见 Data 

Psychological research 心理 学 研究 


W, Quantification 
Pyramids 棱锥 15,18.519,20,21, 
30 
slicing of 切片 48 
Pyrite crystal MRP RA E 
Decorated cubes 
Pythagorean theorem HE Bh Bre 
理 17,40,42,43,85 


Pythagoreans 毕 达 哥 拉 斯 学 派 61 
Q 


Quantification 量化 

applications 应 用 65 

atiributes FATE 61 

coding 编码 67 

data and children 数据 和 孩子 们 
62 


日 常 - 79 
fundamental concepts 
66 


information 


everyday 
基本 概念 


信息 65 
interpretation of ~ 的 解释 62, 
79-80 
literacy BREE 65,90 
measuring 测度 14,67 
ordering 次 序 67 
order of magnitude eRe 79 
psychological research 心理 研究 
66 
reasoning 推理 62,67,92 
relationships HR 66,72 
school curriculum 学校 课 程 62 
- 65,77 - 79,92 
technology 技术 62 
of variation 变化 的 ~ 
Quartiles PATE 107 


Quartz crystals 石英 晶体 


135 


155 


R 


Radio telescope ”射电 望远镜 171 

Random variables ”随机 变量 125, 
126,127;28 Randomness 

Randomness ”随机 性 97,98,99, 
115, 116, 117, 120, 124 - 
127,128,129 - 134 


in outcomes ”结果 的 ~- 98,120, 
125 
in sampling ”抽样 的 ~ 115 - 


117,124 - 127,129 - 134; 2 
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M, Confidence intervals, In- 
ference, Oulcomes. Probabili- 
ty. Significance tests, Uncer- 


tainty 

Rate Æ 26-28,113 

of change 变化 率 70,72 

Ratio 比 35,203,205 

and proportion ~ 和 比例 20, 
22,23 

Rational numbers 有理数 84,85, 
86 


Real numbers 实数 84 - 85,86 
Recurring concepts 反复 提 到 的 概 


am 8 
Regular polyhedra ESKE 154 
-155 
discovery of 发 现 ~ 140 
参见 Polyhedra 
Relativity theory ”相对论 43,44 
Renormalization groups ‘iE (Gi 
143 
Rep-tiles Melit 159 
Repetition, and change ”重复 和 谈 
化 8 
Representation #27 62, 161 - 
168 
computer graphics ”计算 机 图 形 学 
167 - 168 
drawing 绘制 164 - 166 
image reconstruction HSER 
166 - i67 
lenses H 163- 164 
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maps 地 图 161- 163 

models 模型 109,161 - 163, 
178.184 

of numerical ideas 数值 思想 73 

shadows FAW 163-164 


参见 Displaying data, Visualization 
Resonance 共振 203-204 
Roessler attractor 罗斯 莱 吸 引子 
185 
Rubber sheet ARE RL 
dynamics 动力 学 200 
geometry 几何 学 144 


5 


Sampling $h 99,115, 116,124, 
127,130 

diswibutions 抽样 分 布 125， 
129 参见 Probability, Ran- 
domness 

Saum 土星 203 

Scale models REHN 

Scaling 标 度 143 

Scatterplot MUM 110 132 

Science for All Americans CA PTA 
美国 人 的 科学 》 72 

The Sciences 《科学 》 170 

Scoring, as a learning aid 记分, 作 
为 学 导 的 帮助 36 

Self-conguence 自 全 等 性 见 
Symmetry 

Selfsimilarity S +EH 
143,202 


161,178 


142 ~ 


格子 中 ~ 159 
Semiregular polyhedra 42 1E £ Mi i$ 
155; 参见 Polyhedra, Regular 


in lattices 


polyhedra 

Shadow and scale diagrams H E #0 
标 度 图 20 

Shadows 阴影 163 - 164; 参见 


Representation 
Shape ER, E 
aims of study 学习 目标 
analysis 分 析 148 
applied to the real world 应 用 于 
现实 世界 171-173 
classification 分 类 140 
in geometry curriculum 几何 课程 
中 的 ~ 175- 176,17 
importance Bet 140 
interdisciplinary nature PEHE 
质 177 
as laboratory science 
科学 177-179 
molecules, crystals, aloms 
晶体 ,原子 148 
open-ended study ÆRA 
186 
orbital patterns 轨道 146 
and paltem, curricular issues of 
~ 和 模式 ,课程 的 ”171 
patiens 模式 139 
and preschool children 
NH 141 
properties TERE 


140 


分 子 ， 


~ 和 学 前 


140,146 


蛋白 质 亚 单 元 


protein subunits 


155 
viruses 病毒 155 

Shear transformations, using Cavalie- 
ri's principle 切 变 变换 , E 
RARE 18; 参见 Val- 
ume 

Sierpinski gasket FRASER RE 
25 

Significance tests 显著 性 检定 
131 一 134 

Silicon chip EF 173 


Similarity 相似 性 20 
defined MEHI ~- 
geometry JL 175 

量化 中 的 ~ 

69; 参见 Self-similarity 
Simplex, subsimplices ” 单 形 , 子 单 


141 


in quantification 


形 53 

Simulation 模拟 LI, 102, 106, 
123, 126,129,130, 134 

computer 计算 机 ~ 109,120, 

125 

Skewness MAHE 106 

Slicing = # 46 - 50; En 
Cones, Cubes, Polyhedra, 
Pyramids ”多 面体 棱锥 球 
Spheres 


Solid geometry EJLA 12- 
13:44 Geometry, Plane ge- 
omelry 


Spheres BR 43,49 
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绘制 32 
slicing 切片 47 
~ KE 


drawing 


volume of 14,15 
Spiral 螺旋 线 147,148 
Spread (dispersion) 扩展 ( 离 差 ) 
107,111,114 
Squares 正方形 40,53- 58 
Stable systems ”稳定 系统 199, 
208 
Standard deviation 标准 离 差 
108, 109, 110, 125; 参 见 
Spread 
Siar Wars 星球 大 战 
Statics and dynamics 
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Haw 


对 于 每 一 本 书 , 我 们 似乎 都 应 该 问 这 样 一 个 问题 ,为 什么 要 
出 这 本 书 ? 换 句 话说 ,这 本 书 有 没有 独立 存在 的 价值 ”对 于 我 
们 翻 详 的 这 本 书 ,《 站 在 巨人 的 肩膀 上 》, 当然 也 应 该 问 同样 的 
问题 . 

在 我 国 数学 书 的 市 场 上 ,除了 专门 著作 和 教科 书 之 外 ,大 重 
辅导 教材 . 题 典 .题解 等 形成 了 一 种 独特 的 风景 线 ,它们 与 少量 
的 长 知识 、 启 发 思想 的 普及 读物 形成 强烈 的 反差 ,这 在 某 种 程度 
上 友 映 应 试 教育 和 素质 教育 的 差别 .可 是 ¢ 站 在 巨人 的 肩膀 上 》 
远 远 超过 这 个 狭小 的 范围 ,而 从 更 高 .更 广 的 眼光 来 看 待 跨 世 纪 
的 数学 和 数学 教育 , 这 种 著作 在 国内 市 场 上 真 可 以 说 是 绝 无 
RA. 

面临 21 世纪 , 谁 都 看 得 出 未 来 世界 与 今天 的 世界 肯定 大 不 
相同 ,其 中 的 关键 因素 当然 是 计算 机 和 和 网络, 而 数学 在 其 中 的 作 
用 更 是 不 可 低估 .就 在 刚刚 召开 的 1998 年 国际 数学 家 大 会 上 ， 
一 位 数学 家 在 大 会 上 致词 中 引用 前 些 时 一 次 会 议 的 主题 : 

高 技术 本 质 上 是 数学 技术 . 

我 想 ,再 也 不 用 多 说 什么 了 .未 来 的 各 行 各 业 都 要 或 多 或 少 地 用 
到 数学 ,用 到 数学 思维 ,用 到 数学 方法 ,用 到 数学 技术 .因此 ,对 
于 21 世纪 的 人 才 培养 , 自然 向 数学 教育 提出 了 新 的 课题 .新 的 
挑战 .看 来 ,应 试 教育 的 缺点 越 来 越 暴 露出 来 了 .教育 改革 应 该 
提 到 议事 日 程 上 来 . 
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《站 在 巨人 的 肩膀 上 》 就 是 面 对 这 种 局 势 而 组 织 编写 的 .组 
织 者 是 美国 最 权威 的 机 构 一 一 国家 研究 委员 会 .参与 工作 的 人 
不 乏 数 学 大 家 . 当然 国外 的 权威 机 构 不 同 于 国内 的 权力 机 构 , 它 
只 提出 参考 意见 .做 不 做 由 你 . 

说 实在 的 ,这 些 内 容 同 我 们 学 校 的 数学 教学 差别 之 大 实在 
令 人 吃惊 ,用 时 睁 的 话 米 讲 , 可 说 两 者 是 互补 的 .本 书 在 "模式 ” 
的 总 主题 下 ,分 别论 述 了 维 数 .数量 .不 确定 性 .形状 和 变化 这 五 
个 主题 .这 些 显然 是 数学 的 最 基本 的 内 容 ,可 是 在 学 校 的 教材 中 
却 很 少 反 映 出 来 .从 这 个 意义 上 讲 , 它 指 出 学 习 真 正 的 有 用 的 数 
学 的 一 条 捷径 .同时 , 它 的 内 容 跨 度 也 非常 大 ,从 幼儿 园 通 过 小 
学 中 学 ,一 直到 大 学 乃至 当代 科学 前 沿 的 内 容 都 有 ,例如 深入 
漫 出 地 介绍 微 积 分 的 观念 ,统计 的 方法 以 及 当代 热门 一 -混沌 
WAE. 

与 其 说 这 本 书 给 学 生 阅 读 ， 毋 宁 说 它 主要 的 读者 是 教师 ， 
从 幼儿 园 教师 ， 小 学 教师 到 中 学 教师 ， 大 学 教师 都 能 从 中 获 
益 ， 首 先是 加 深 他 们 对 数学 的 理解 . 要 是 他 们 能 够 把 书 中 的 内 
容 创造 性 地 应 用 在 教学 实践 中 ， 则 学 生 素质 的 提高 将 不 是 一 名 
空话 . 

计算 机 时 代 的 来 临 必定 提出 全 新 的 课题 : 如 何 把 计算 机 与 
数学 教学 结合 起 来 .本 书 在 这 方面 做 出 许多 有 启发 性 的 论述 . 
在 80 年 代 曾 经 盛行 一 时 的 论调 ， 诸 如 用 计算 器 使 学 生 不 会 计 
算 等 莫 观 说 法 ， 现 在 已 经 完全 变 了 ， 当 今 计算 机 不 仅 不 妨碍 学 
生 学习 数 学 ， 丽 且 推动 学 生 学 习 数 学 ， 独 立地 发 现 数学 .创造 
性 地 解决 问题 ， 使 得 学 习 数 学 与 计算 机 使 用 形成 互相 促进 ， 相 
得 益 彰 的 局 面 . 这 对 我 国 的 数学 教学 的 改革 无 疑 具有 很 大 的 异 
FEX. 

总 之 ,这 本 书 每 一 页 都 包含 极为 丰富 的 内 容 , 只 要 深入 去 挖 
据 , 必 定 有 所 收获 .特别 对 于 大 学 .中 学 从 事 教 学 的 理论 和 实践 
的 老师 们 ,有 非常 重要 的 参考 价值 . 
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本 书 由 胡 作 玄 RAW . 赵 慧 琪 . 魏 利 、 杨 春 宏 等 翻译 ,最 后 
OATES ABT .由 于 本 书 文 字 远 较 普 通 数学 文献 为 难 ,涉及 
知识 面 广 ,错误 朴 漏 之 处 ,欢迎 专家 .读者 指正 ， 
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